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Prologo

Este segundo tomo completa el trabajo que venimos realizando desde el ano
2017 con docentes y alumnos de los ultimos afnos de diversas escuelas
secundarias, que articulan con la Universidad Tecnolégica Nacional,
Facultad Regional General Pacheco (UTN FRGP) y por ser profesores en los
primeros anos de la Universidad es que, conocemos y comprendemos la
problematica de los estudiantes que se inician en la vida universitaria.
Esta obra es el resultado del trabajo realizado por docentes del Area de
Articulacion de la UTN FRGP y retne los conocimientos basicos, en el area
de Matematica, que consideramos imprescindibles para el acceso a la
Universidad.
Al escribir cada capitulo hemos procurado utilizar un “lenguaje natural” e
introducir a los alumnos gradualmente en el lenguaje propio de la
Matematica, pero también, con la rigurosidad y formalizaciéon que esta
materia exige en su aspecto conceptual.
En ningtin momento intentamos ahorrar en explicaciones ni en el desarrollo
de los conceptos, ya que priorizamos la comprensiéon en profundidad de los
conceptos aqui desarrollados y esperamos que eso suceda.
Realizamos este libro con la conviccion de que la aplicacion de la
Matematica, bien orientada, puede aportar grandes beneficios en su
ensenanza y aprendizaje. En este sentido, tratamos los conceptos
matematicos integrados y aplicados a la Fisica, como asi también al entorno
cotidiano de los alumnos.
Es nuestro deseo, que este texto se convierta en una herramienta util para
nuestros alumnos y que, sumados a sus esfuerzos, haga posible un exitoso
ingreso a la Universidad.

Los autores.
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1. Expresiones
algebraicas

1.1. Introduccion

La necesidad que tuvieron los matematicos, a lo largo de la historia, de
incorporar simbolos en la matematica radica en que estos les permitieron
expresar de una manera mas simple sus ideas. Desde los babilonios (1700 a.
de C) hasta Diofanto (250 a. de C.), las operaciones se relataban en lenguaje
natural (periodo retérico o verbal). Asi, por ejemplo, en el papiro de Rhind
(1650 a. de C.) aparece el siguiente enunciado de un problema: “un monton
y un séptimo del mismo es igual a 24°. Con la palabra “un montén”
designaban a la incégnita de la situacion.

A partir de Diofanto y hasta comienzos del siglo XVI se comienzan a utilizar
algunas abreviaturas (periodo abreviado o sincopado) y recién a partir del
siglo XVI, con Descartes, se empieza a utilizar un lenguaje simbdlico
bastante parecido al actual (periodo simbdlico).

El Algebra es una rama de la matematica que justamente se caracteriza por
el uso de letras y expresiones literales sobre las que podemos hacer
operaciones. La posibilidad de representar con una sola letra infinitos
valores y el hecho de poder operar con ellas de forma bastante sencilla es lo
que la hace ser de gran utilidad, incluso para otras ciencias. Por ejemplo,

e Para determinar la capacidad de una cisterna cilindrica se emplea la
expresion
mir?h
e Para calcular la fuerza gravitacional de dos cuerpos se utiliza la
expresion determinada por Newton



mMg
d?

Estas dos expresiones dependen de los valores numéricos que pueden tomar
las letras que aparecen en ellas. Si la cisterna tiene una altura de 5 metros
y un radio de 1,5 metros, su capacidad total (V) con r=1,5m; h=5mes

V =n(1,5m)*(5m) = (2,25 m?)(5m) =

S1 tomamos una aproximacion de w = 3,14 nos queda

V =3,14-11,25 m3 =|35,325 m3

La importancia del Algebra esta en permitir que la Matematica se convierta
en un lenguaje universal, buscando expresiones que simplifiquen diversos
fenémenos.

1.2. Expresion algebraica

Se considera una expresion algebraica a toda composicion de niimeros vy
letras vinculados mediante operaciones aritméticas. Generalmente, se
utilizan para describir matematicamente diversas situaciones o para
generalizar propiedades matematicas.

En la siguiente tabla describimos algunos ejemplos:

Lenguaje Coloquial Lenguaje Simbolico

. Dentro de 12 anos tendré E+12
Si E representa
mi edad actual El quintuple de mi edad es 5E
S un cuadrado El perimetro del cuadrado es 4]
es de lado ! El 4rea del cuadrado es 12

) El cuadrado de su suma es (A+ B)?
S1 Ay B son dos
numeros reales | La  diferencia  de sus ) )

A —B
cuadrados es




Para obtener el valor numérico de una expresion algebraica, basta con

asignar un numero a cada una de las letras (variables) y resolver las

operaciones indicadas.

St mi edad actual es de 19 anos, dentro de 10 anos tendré
E + 10 = (19) + 10 = 29 afios
Si el lado de un cuadrado mide 7,8 cm, entonces su drea es
1? = (7,8)? = 60,84 cm?

SiA=-3yB= g, el cuadrado de su suma la podemos calcular con

(5+3) =(3) =3

En toda expresion algebraica podemos identificar:

Término: Es cada parte de una expresion separada por las
operaciones de adicion y sustraccion (si no existen paréntesis que
modifiquen la jerarquia de la operacion). En otras palabras, son los
sumandos.

Coeficiente: Cada término puede estar compuesto por un factor
numérico y otro literal. El factor numérico de un término se denomina
coeficiente.

Términos semejantes: Son aquellos términos de una expresion
algebraica que presentan la misma parte literal. Es importante notar
que los términos semejantes pueden sumarse o restarse.



1.3. Polinomios

Es de mucha utilidad estudiar expresiones algebraicas del tipo
P(x) =2x3+5x>—x—3

que se obtienen sumando potencias no negativas de x multiplicadas por un
coeficiente. A este tipo de expresiones se las denomina polinomios en la
variable x.

Podemos observar, en este caso, que la potencia mas alta que toma la
variable es 3, que indica el grado del polinomio. También notemos que el
coeficiente de dicho término es 2, llamado coeficiente principal.

Un polinomio en una variable es toda expresién de la forma
P(x) = apx™ 4+ ap_1x" 1+ 4+ ayx? + a;x + a,
conn€Zn=>0ya; €ER

e P(x) indica que el polinomio tiene como unica variable a la
representada por la letra x.

e La condicion n € Z,n = 0 indica que los exponentes que afectan a la
variable tienen que ser niimeros enteros positivos o cero.

e n es la potencia mas alta a la que aparece elevada la variable. Por
esta razon, se la denomina grado del polinomio.

e a; hace referencia a los coeficientes de cada término. Bajo la condicion
a; € R se aclara que los coeficientes pueden ser cualquier niimero real.

e a, se denomina coeficiente principal y a a, término independiente.

e FElpolinomio es completo cuando presenta todos los términos. Es decir,
ninguno de sus coeficientes es cero.

e Siel polinomio tiene un unico término se denomina monomio, si tiene
dos (binomio), tres (trinomio) y cuatro (cuatrinomio).



Ejemplo 1: Dados los siguientes polinomios:
Plx) =2y  +x- 2, - e L
Indicar grado, coeficiente principal y término independiente.

Podemos ubicar los polinomios y describir los elementos solicitados en la

siguiente tabla:

. . Coeficiente Término
Polinomio Grado .. . .
principal independiente
Plx)=V2x*' +x-2 | gr(P)=3 V2 -2
Q(x) = x> + 5x . 1 0
iy o . s -1 0
(,Cual sera el polinomio nulo?
.y el polinomio constante?

1.4. Adicion de polinomios

Para sumar (o restar) dos polinomios, se procede a sumar (o restar) los
términos semejantes, es decir, aquellos que presentan la misma potencia de
X.

Ejemplo 2: Dados los siguientes polinomios:

P(x) =20x*—3x3—x?>+8x+9
Q(x) = —27x*+6x%—11x?> -9
Rl =200 =4y L 100 42~ 3
Obtener,
(@)
P(x) +0Q(x) = (20x* —3x3 —x?2 +8x +9) + (—27x* + 6x3 — 11x?> — 9)
- . 0 e
S e L e s

=|—7x* + 323 — 1222 + 8x|




(®)
P(x) —R(x) = (20x* — 3x3 —x2 + 8x +9) — (20x* — 4x3 + 10x% + x — 3)

= . sy
= o e e L
+(9+3)

=23 — 1122 + 7x + 12

Observemos, del ejemplo anterior, que el grado de la suma (o resta) de los
dos polinomios puede ser menor o igual al maximo de los grados de estos dos.
En el caso de la suma, obtuvimos un polinomio con el mismo grado y en la
resta con un grado menor. Esto se debe a la siguiente propiedad:

Propiedad: Sean P y Q dos polinomios cualesquiera, en la misma
variable, el grado de (P + Q) es menor o igual al del polinomio de mayor
grado. En forma simbdlica

gr(P + Q) < max(gr(P); g7(Q))

(Cual sera el polinomio neutro en la suma?
,Un polinomio tiene inverso en la suma?

1.5. Multiplicacion de polinomios

Para multiplicar dos polinomios podemos aplicar la propiedad distributiva
de la multiplicaciéon para luego sumar los términos semejantes.

Ejemplo 3: Dados los siguientes polinomios:

P(x) =4x*—-5x+2

s« |

R(x)=-x—-1
Obtener,

(@)
Qx)'Rx)=(x3+7x—1) - (—x—1)
=—x*—7x?+x—-x3-7x+1
= ¢ B g ]

=272 —6x+1]




(®)
o s ]
- . s e
= 4x7 + 28x> — 4x* — 5x* — 35x% + 5x + 2x3 + 14x — 2

= 4x7 + 28x5 — 9x* + 2x3 — 35x% + 19x — 2|

Observamos que el grado del producto de dos polinomios es igual a la suma
de los grados de estos. En el item (a) multiplicamos un polinomio de grado 3
y otro de grado 1 y obtuvimos un polinomio de grado 4. Mientras que en el
item (b), multiplicamos polinomios de grado 4 y 3 respectivamente y
obtuvimos un polinomio de grado 7.

Propiedad: Sean P y Q dos polinomios cualesquiera, en la misma
variable, el grado de (P-Q) es igual a la suma de los grados de los
factores. En forma simbdélica

gr(P-Q) = gr(P) + gr(Q)

@ (Cual sera el polinomio neutro en la multiplicacién?

1.6. Productos notables

Debido a que aparecen en numerosas ocasiones y en diferentes contextos,
hay dos productos notables que estudiaremos en este apartado: el cuadrado
de un binomio y el producto de binomios conjugados.

1.6.1. Cuadrado de un binomio

Comencemos con definir la potenciaciéon de polinomios de la siguiente
manera:

[P(x)]"=P(x) P(x)-..-P(x)

n factores

Es decir, la potencia enésima de un polinomio es el resultado de multiplicarlo
n veces por si mismo. De mas esta decir que es la misma definicién de la
potenciaciéon definida en el conjunto de los niimeros reales.



Ahora, dado el siguiente cuadrado,

A B

Figura 1
queda claro que para calcular el area total podemos hacer,
Area Total = base - altura
Area Total = (A+ B)(A+ B)

Area Total = (A + B)? (1)

Sin embargo, podemos subdividir el cuadrado de la siguiente manera:

A B
A I II
B II 111
Figura 2

Las 4reas de los cuadrados I y I son A? y B?, respectivamente. Por otro
lado, los rectangulos II tienen las mimas dimensiones y sus areas se pueden
calcular haciendo 4 - B.

Entonces, el area total resulta

Area total = A%* + 2AB + B? (2)



Igualando las expresiones (1) y (2) obtenemos nuestro primer producto
notable, llamado cuadrado de un binomio.

[(A+ B)? = A% + 2AB + B?

Se lee: “el cuadrado de un binomio es igual al cuadrado del primer término
mdas el doble producto del primero por el segundo mdads el cuadrado del
segundo término”

Podemos verificar esta igualdad, aplicando por supuesto la propiedad
distributiva:

(A+B)?=(A+B)(A+B)=A%?+ AB + AB + B?> = A> + 2AB + B?

A la expresion que resulta de desarrollar el cuadrado de un binomio se la
denomina trinomio cuadrado perfecto.

(,Como se modifica la igualdad si el cuadrado
del binomio es (4 — B)??

Ejemplo 4: Desarrollar los siguientes cuadrados sin aplicar propiedad
distributiva:

i (—x=1%= (02 +2 (-2 (- + (-1)? =
()

(Zx + %)2 - o (%) - (%)2 -4 | 2y +%
(c)

(2-3x3)2=(2)2+2-(2) - (-3x3) + (—=3x3)2 = |4 — 123 + 9x5




1.6.2. Producto de binomios conjugados

Se dice que dos binomios son conjugados cuando se diferencian entre ellos
por el signo de uno de sus términos. Por ejemplo, los binomios

P(x)=2x3—-5x y Q(x) = 2x3 + 5x

son conjugados porque difieren solo en el signo del dltimo término.
Observemos que —5x y 5x son opuestos.
Si1 realizamos el producto entre dos binomios conjugados obtenemos,

(A+B)(A—B) = A> + AB — AB — B?
|(A+B)(A—B) = A% — B?

A la expresion que resulta de multiplicar dos productos conjugados se la
denomina diferencia de cuadrados.

Ejemplo 5: Resolver los siguientes productos sin aplicar propiedad

distributiva:
(@)

(x% — 10)(x? + 10) = (x?)? — 102 =
(b)

(2x3 — 5%)(2x3 + 5x) = (2x3)% — (5x)2 =

1.7. Completamiento de cuadrados

Como hemos visto, el cuadrado de un binomio siempre se puede expresar
como un trinomio de la forma,

(A+B)? = A% + 2AB + B?

Es importante aclarar que este trinomio se denomina trinomio cuadrado
perfecto, porque tiene las siguientes propiedades:
e Kl trinomio puede ser ordenado en potencias descendentes.
e Dos de los términos son cuadrados perfectos.
e FEl tercer término es el doble producto de las raices cuadradas de los
otros dos.
e Los dos términos que son cuadrados perfectos tienen el mismo signo.

10



Veamos algunos ejemplos:

JEs
Términos Verificacion Cuadrado ,(’ )
. . Trinomio
Trinomio cuadrados | con el tercer de un
.. ) ) cuadrado
perfecto término binomio
perfecto?
x2+6x+9 x2y9 6x=2-x-3 (x + 3)? Si
x?—3x+2 x%y2 3x #2-x-V2 - No
4x% —8x + 4 4x%y 4 8x=2-2x-2 (2x — 2)? Si
x*t+2x2+1 x*y1 2x2=2-x%-1 (x2 +1)? Si
x2+x+1 xty1 x#+2-x-1 — No
1 10 1 10 1 1 2 .
§x4+?x2+25 Sx*y25 ?x2= 2--x?- (§x2+5) Si

Observemos que los trinomios que no son cuadrados perfectos no pueden
escribirse como el cuadrado de un binomio. Sin embargo, existe un
procedimiento denominado “completamiento de cuadrados” que consiste en
construir mediante operaciones algebraicas y a partir de un trinomio
cuadrado que no es perfecto, un binomio al cuadrado mas (o menos) una
constante.

Para comprender este procedimiento, tomemos un trinomio de la tabla
anterior,

x2+x+1
Sabemos que no es trinomio cuadrado perfecto ya que,
x*+2-x-1

Sin embargo, podemos descomponer el coeficiente del tercer término de la
siguiente manera,

2 2 1
x*+x+1=x +2-§-x+1

Busquemos ahora cual es el término que debemos introducir en la expresion
para que resulte un trinomio cuadrado perfecto. Dicho numero es

11



2
= G) pero para que la expresion siga siendo equivalente a la dada,

1
4
debemos sumar y restar dicho nimero:

2 gL +(1)2 (1)11
X 2 X¥T\2 2

Los primeros tres términos ahora si son trinomios cuadrados perfectos:

x2+2-%-x+(%>zl—<l) +1

Nos queda entonces,

Finalmente

, 1\* 3
x*+x+1= (x—i——) +Z

Y asi logramos expresar un trinomio que no es cuadrado perfecto, como el
cuadrado de un binomio mas (en este caso) un término. Este procedimiento
sera de suma utilidad en préximos capitulos.

Ejemplo 6: Completar cuadrados en los siguientes trinomios:

(a)
e e

e 12 2 n A b e g
=|(x+2)2-3

(®)

x*—10x?-9=x*-2:5-%x—-9=x*—-2.5-4245%2_-52_9

=[x*-2-5x2+5%]-52—-9=(x*-5)2—-25-9
=|(x? -5)*—34

(c)

3x2+24x+30=3-(x*+8x+10)=3- (x> +2-4-x+10)
=3-(x>+2:4x+4>-42+10)=3:(x+4)*+3:(-6)
=(3(x+4)>-18

12



1.8. Division de polinomios

1.8.1. Divisibilidad de polinomios

Con los polinomios también podemos estudiar cuestiones relacionadas a la
divisibilidad o factorizacién, en completa analogia con la aritmética de los
numeros enteros.
El polinomio (x — 1) divide en forma exacta a (x3 — 1) ya que este ultimo
admite la factorizacion,

x3—-1=x-1) -x*+x+1)

Y el polinomio (x — 2) divide en forma exacta a (x? —4) ya que admite la

factorizacion,
x2—4=(x-2)-(x+2)

En general, sean P y Q polinomios (Q no nulo), diremos que Q divide en forma
exacta a P, si existe un polinomio C tal que,

P=Q-C

Cuando no es posible factorizar a un polinomio, es decir, no es posible
encontrar un polinomio C (no constante) decimos que este es irreducible.
Todos los polinomios lineales son ejemplo de polinomios irreducibles.

1.8.2. Algoritmo de la division de polinomios

Aunque Q no divida en forma exacta a P, podriamos preguntarnos si es
posible escribirlo de la forma,
P=Q-C+R

Es decir, como la division de polinomios es analoga a la divisiéon entera entre
numeros, si queremos el cociente entre los polinomios P y Q (donde el grado
de P es mayor al de Q) hay que determinar otros dos polinomios C (cociente)
y R(resto).

Para encontrar C y R se procede utilizando el mismo algoritmo de divisiéon
que ya conocemos para los nameros.

13



Ejemplo 7: Dados los siguientes polinomios:
Pl g e
Olr) =11+ Iy
R(x)=2x+6
Obtener,

(@) Q(x):R(x) =
Primero conviene ordenar y completar los polinomios antes de aplicar el
algoritmo de la division. LLuego buscaremos uno a uno los términos del

coclente,

x*—2x+1 | 2x+6 LA

2 1 = 1
: gxi 2% 5 e
A
5
_5x+ 15 —E-(2x+6)=—5x—15
16

Gx - g) es el cociente de la division y 16 es el resto de la misma.

Es decir,

1 5
x2—2x+1=(2x+6)-<2x—i)+16

(b) P(x): Q(x) =

3x% + 2x* + 0x3 — 5x% + 0x + 2 x?-2x+1
—3x% +6x* —3x3 | 3x3 + 8x2 + 13x + 13

g 4 -

—8x* + 16x3 — 8x?
13x3 — 13x2 + Ox
—13x3 +26x% —13x

- =
—13x2% + 26x — 13
15y =0

(3x3 4+ 8x2 + 13x + 13) es el cociente de la division y (13x — 11) es el
resto de la misma.
Es decir,

3x° +2x* —5x2+2=(x>2—2x+1)- (3x®* +8x* + 13x + 13) + (13x — 11)

14



1.8.3. Regla de Ruffini

La regla de Ruffini es un método practico que se utiliza para dividir un
polinomio por un binomio de la forma (x — k) donde k es una constante.
Pasemos a describirlo en forma generalizada:

Tenemos al polinomio P(x) = a,x™ + ap_1x" 1 + -+ a;x + ay y lo queremos
dividir por el binomio (x — k). Para comenzar la regla de Ruffini, realizamos
la siguiente distribucion de los coeficientes:

a, Qaup_1 - Q4 Qg

an
Observemos que solo utilizamos los coeficientes de los polinomios. En la
linea inferior se ubican los correspondientes al resultado, que sera un

polinomio de grado n — 1, y el factor r que corresponde al resto de la division.

a, An_q1 - Q1 Qg

an

= by

El primer paso consiste en realizar el producto k - b,,_; y colocarlo debajo de

Ap_1.-

an An-1 a, Qo
k kb, _4
an
=bp1

El resultado de la suma entre los dos coeficientes, de la misma columna, se
coloca debajo de la linea horizontal.

a, Ap_q . ay Qg
k kb,_4
an ap-1+kby_4
= b1 = bp—

15



Este procedimiento se repite hasta terminar con todas las columnas.

an an-1 a, Ay
Kk kb,, .. kb kb,
@, @+ kb, .. a +kb,  ag+ kb,
= bn—l ES bn_z == bo r

El resultado de la divisién entre P(x) y (x — k) es:
bpo1x™ 1+ by _5x™% + -+ by
con resto igual a r.
Ejemplo 8: Resolver aplicando Ruffini

(@) (x® —8x +5):(x —3)
Primero, tenemos que completar el polinomio de tercer grado:

x3—-8x+5 = [x3+0x%—8x+5]|

A continuacién, presentamos los pasos de la regla de Ruffini para esta

division,
Paso 1:
1 5 F
3
1
Paso 2:
1 9 8 5
3 3
1 3
Paso 3:
1 g -8 5
3 3
s 1

16



Paso 4:

10 8¢
- -
1

Por lo tanto, el cociente es (x? + 3x + 1), con resto igual a 8. Recordemos
que la relacion entre todos estos tres polinomios y el resto es,

x3—-8x+5=((x*+3x+1)(x-3)+8
(h)(2y 5y FGxs  14):(r | 7}
La regla de Ruffini completa para esta division es:
. = s

2, 1 2 14
e

Obtenemos como resultado (2x* + x—7) y en este caso con resto 0. Es
decir,

2x3 —5x+5x>—14=2x*>+x—7) - (x + 2)

En esta dltima operacién llegamos a un resultado que sera muy importante
en el apartado siguiente. Recordemos que cuando el resto del cociente
entre dos numeros es cero decimos que la division es exacta.

17



1.8.4. Teorema del resto

Teorema del resto: Al dividir un polinomio P(x) por un binomio
(x — k), el resto es igual a P(k).

En el item (a) del ejemplo 8, obtuvimos que la division
(x3—8x+5):(x—3)

tiene como cociente al polinomio (x?+3x+ 1) y como resto 8. Podemos
verificar que el teorema del resto se cumple, calculado el valor numérico de
(x3—8x +5) para x = 3:

33 -8(3)+5=27—-24+5=[8]
También en el item b) llegamos a que la division,
(2x3 —5x +5x% —14): (x + 2)

tiene como cociente al polinomio (2x2+x—7) y resto 0. Por lo tanto,
podemos afirmar y verificar que el valor numérico del polinomio
(2x3 — 5x + 5x2 — 14) al evaluarlo en x = —2 es cero:

2(-2)3 = 5(—=2) +5(-2)%? — 14 = —16 + 10 + 20 — 14 =[0]

Llamamos ceros o raices de un polinomio P(x) a los valores de x para
los cuales P(x) = 0.

Teniendo en cuenta esta ultima definicién y el teorema del resto, podemos
encontrar todos los binomios de la forma (x — k) que son divisores exactos
de un polinomio, sabiendo cudales son sus raices o ceros. El problema que
surge al realizar este tipo de busqueda radica en encontrar todas las raices
del polinomio en cuestion. Cabe preguntarnos, jcuantas tendra?, jcémo las
encontramos?

Antes de pasar a analizar un método practico para encontrar las raices de
un polinomio enunciemos uno de los teoremas mas importante del Algebra,
que dara respuesta a nuestro primer interrogante:

Teorema fundamental del Algebra: Un polinomio de grado n tiene
exactamente n raices, considerando las reales y las complejas.

18



Aclaremos que los nimeros complejos pertenecen a un conjunto numeérico
mas amplio que el de los nimeros reales. En nuestra busqueda de raices
para poder encontrar divisores de un polinomio, solo nos interesan las
pertenecientes al conjunto de los nimeros reales.

Ejemplo 9: Determinar el valor de k € R para que los siguientes
polinomios cumplan con las condiciones indicadas:

(a) Al dividir Q(x) = 7k — 8kx — kx? por el binomio (x + 9) se obtiene un
resto de —7.

Por el teorema del resto, sabemos que al evaluar Q(x) en x = —9 debemos

obtener como resultado —7. Es decir,

oC 9 = 7
Reemplazando en la expresién del polinomio, obtenemos,

Ly
7k — 8k(~9) — k(—9)? = —7
Tk t 72k Blk— 7

Resulta una ecuacién sencilla donde la incoégnita es k. Procedemos a
encontrar su valor:

7k +70k 81k — 7
I 7

L

N[

Por lo tanto, reemplazando en Q(x),

()_7(7) 8(7> i &) o l
O(x) = > 2x zx - X Zx

Podemos verificar que encontramos el polinomio correcto realizando la
divisiéon de Q(x) por (x +9), por ejemplo, empleado la regla de Ruffini.
Ordenamos el polinomio,

(x) = . 28 +49
Qx—zx i >

y aplicamos la regla,
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7

. 4
. .
L 8 e
- .

7 7
- =
= 5 =

Podemos observar que el resto de la division, efectivamente, es —7

(b) El polinomio P(x) = 4x3 + 22x + kx — 10 tiene como divisor exacto a
1
(x-3)
Si el binomio (x - %) es divisor exacto de P(x), entonces x = % tiene que

ser una de sus raices o ceros. Es decir

(-0

Realizamos un procedimiento similar al aplicado en el item anterior,

3

+(3) +22(2) +x(2)- 100
. 2 2 -
3+1k—0
2 3

1k_ 3

2 g

Por lo tanto, con k = —3 el polinomio P(x) cumple con la condicién dada.
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1.8.5. Teorema de Gauss

El proceso para encontrar raices de un polinomio y, en consecuencia, poder
determinar los divisores exactos del mismo, puede resultar tedioso. Sin
embargo, el teorema de Gauss nos brinda informacién importante sobre sus
raices, permitiendo una busqueda mas dirigida.

Teorema de Gauss: Sea P(x) = apx™ + an_x™ 1+ +a;x+a, un
polinomio con coeficientes enteros. Se verifica que si P(x) tiene raices
racionales de la forma p/q, entonces p es un divisor de a, y q es un
divisor de a,.

Podemos interpretar a partir de este teorema que, si el polinomio tiene
coeficiente entero, el coeficiente principal y el término independiente nos
proveen informacién sobre las “posibles” raices del mismo. Veamos esto en
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10: Encontrar todos los binomios divisores exactos de la forma
(x — k) (con k € R) de los siguientes polinomios:

(a) A(x) = x2 —2x — 15

Como vimos anteriormente, para encontrar los binomios de la forma (x —
k) que sean divisores exactos de A(x) basta con encontrar todas las k € R
que son raices. Como todos sus coeficientes son nimeros enteros, podemos
utilizar el teorema de Gauss.

En primer lugar, encontremos todos los divisores del coeficiente principal.
Dichos nimeros forman un conjunto al cual denominaremos q. En el caso
de este polinomio, su coeficiente principal tiene solo dos divisores enteros:
—1 y 1. Por lo tanto,

Divisores de a, = 1: q = {—1; 1}

De manera analoga, determinamos el conjunto p, formado por todos los
divisores enteros del término independiente.

Divisores de ay = —15:p = {—1;1;—3;3; —5;5; —15; 15}
Finalmente, las raices racionales del polinomio A(x) tienen que pertenecer

al conjunto formado por todos los posibles cocientes entre los divisores de
a, = 1y los divisores de a, = —15.
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g = {~1:1:=3:3. -5 5: 15 15}

Observemos que, en este caso, los conjuntos p y § coinciden. Esto se debe

a que el coeficiente principal es igual a 1. Todas las fracciones
determinadas al realizar los cocientes tienen como denominador a 1 o a
=1,

Analizaremos ahora cuales de los elementos del ultimo conjunto
determinado son raices del polinomio A(x) empleando el teorema del resto.
Comencemos, por ejemplo, con x = —1,

s

Lo cual nos indica que x = —1 no es una raiz de A(x), esto es equivalente
a decir que (x + 1) no es divisor exacto de él.
Con x = 1 tenemos,

A=) 21 15= 16

Llegamos a la misma conclusién: (x — 1) no es divisor exacto de A(x),
porque al hacer A(x): (x — 1) obtendremos un resto de —16.
Con x = -3

A-3)—-(-3) -2(-3) - 15=0

Hemos encontrado una raiz y, por lo tanto, podemos afirmar que el
binomio (x + 3) es divisor exacto de A(x) = x? — 2x — 15.
Sucede los mismo con x = 5,

A(B)=(5)2-2(5)-15=0

Otro divisor exacto es (x — 5).

Ahora podemos preguntarnos: jtendra otros divisores exactos?

La respuesta es negativa. Por el teorema fundamental del Algebra
sabemos que un polinomio de grado n tendra n raices. En este caso, A(x)
es un polinomio de segundo grado y solo puede tener, a lo sumo, dos raices.
Como ya las hemos encontrado, podemos afirmar que los dos unicos
binomios de la forma (x — k) que son divisores exactos son:

(x+3)| v |(x-5)
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(b) B(x) =2x3+2x? —10x + 6

Realizamos un procedimiento similar al item anterior: analizando los
divisores del coeficiente principal y del término independiente

Divisoresdeay = 6: p = {1;-1;2;—2;3;-3;6; —6}
Divisoresdeaz = 2:q = {1; —1; 2; -2}

Encontramos las posibles raices de B(x).

q_ ) 12' 2: ) ) JZ’ 21 )

Calculamos el valor numérico de B(x) evaluando las distintas

posibilidades.
Para s —

B(1) =2(1)3 +2(1)2-10(1) +6 =0

Por lo tanto, sabemos que el binomio (x — 1) es un divisor exacto de B(x),
por el teorema del resto.
Para E= -1

q

e e

Si dividimos B(x) por (x + 1) obtendremos un resto igual a 16. Podemos
afirmar que este no sera un divisor exacto.

Siguiendo este procedimiento para todas los posibles de p/q,
determinamos que x = —3 también es una raiz de B(x), ya que

B(—3)=2(-3)3+2(-3)2-10(-3)+6=0

El binomio (x+ 3) es otro divisor exacto de B(x) y por el teorema
fundamental del Algebra podemos afirmar que B(x) tiene, a lo sumo, tres
raices. Sin embargo, hasta el momento solo encontramos dos, x =1y x =
—3. (/Seran esas sus unicas dos raices?

Para asegurarnos, podemos utilizar la regla de Ruffini.

En primer lugar, x = 1 es una raiz, dividimos B(x) por (x — 1):
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Podemos afirmar que,
2x3+2x?2 —10x+6 = (2x*>+4x—6)(x— 1)

Ahora dividamos el trinomio 2x2 + 4x — 6 por (x + 3), ya que es otro divisor
exacto,

Eeadn
—3 -6 b
2 2 0

Por lo tanto,

L. s
Finalmente podemos expresar B(x), como

B(x)=2x—2)(x+3)(x—1)
Ahora bien, si buscamos las raices del polinomio tenemos que determinar
los valores de x que hacen que P(x) = 0. Igualdad que también podemos
expresar como,

2x—-2)(x+3)(x—-1) =0

Como el primer miembro de esta igualdad es un producto y solo puede dar

cero cuando uno de los factores es precisamente cero, hay tres posibles
raices. Dos de ellas ya fueron encontradas:

r+3=0-[==3]
x-1=0-[=1]

Por la propiedad distributiva, podemos expresar P(x) como

Px)=2(x—1(x+3)(x—-1)
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O de forma equivalente,
P(x) =2(x—1*(x+3)

Podemos concluir, entonces, que los divisores exactos del polinomio son los
binomios:

[(x—1)]| y [(x+3)]

enteros es 1 ;Qué podemos afirmar acerca de sus raices

@ Si el coeficiente principal de un polinomio con coeficientes

racionales?

Entonces, ((x —1) es dos veces divisor exacto de B(x)? o de manera
equivalente: ;x = 1 es dos veces la raiz de B(x)? Es el momento de realizar
la siguiente definicion:

Sean P(x) y Q(x) dos polinomios y m € N. Diremos que k es una raiz de
P(x) con multiplicidad m si

P(x) = (x—k)™Q(x)

En el ejemplo 10 determinamos que,
B(x) =2(x — 1)?(x + 3)

Por lo tanto, x = 1 es una raiz de multiplicidad 2, o doble, y x = —3 es de
multiplicidad 1, o simple.

Al observar la tltima igualdad encontrada, las raices del polinomio quedan
en evidencia a simple vista. Esta forma de expresar polinomios es muy tutil
en diferentes contextos, como por ejemplo a la hora de encontrar las
intersecciones de las funciones polinémicas con el eje de abscisas, como
veremos en el capitulo dedicado a funciones. Es por ello, que recibe un
nombre especial: forma factorizada. La pregunta que surge ahora es: | Existe
alguna manera de encontrar la forma factorizada de un polinomio sin la
necesidad de encontrar primero sus raices? La respuesta a esta interrogante
es afirmativa y la analizaremos en el siguiente apartado.
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1.9. Factorizacion

Recordemos la factorizacion de numeros naturales como el producto de
nimeros primos.

Por ejemplo, es facil comprobar que 600 se factoriza a partir de nimeros
primos de la siguiente manera:

600 = 23352

Esta descomposicién de factores tiene su analogia en los polinomios.
Por ejemplo, el polinomio 2x? + 4x — 6 quedd factorizada de la siguiente
manera

2x*> +4x—6=2(x—1)?(x + 3)
y en el ejemplo de producto de binomios conjugados x? — 4 qued factorizado
asi:
x2—4=(x-2)-(x+2)
De manera general podemos decir que todo polinomio:

P(x) = apx™ + ap_1x" 1+ a;x +ayconn €N

admite una Unica descomposicion en factores de la forma (x — k;), donde k;
es una raiz de P(x), de tal manera que,

P(x) = an(x —kp)(x — kp_q) .. (x — kq)

Debemos notar que el coeficiente principal del polinomio es el factor a,,.
Puede ocurrir, como vimos en el dltimo ejemplo del apartado anterior, que
haya mas de un factor con la misma raiz (multiple). En estos casos, podemos
definir la descomposicion factorial de P(x) como,

P(x) = an(x - kn)Wn (X - kn—l)wn_1 (x - kl)wl

donde wy,wy, ..., w, representan la multiplicidad de las raices k,, kp_1, ..., k1
respectivamente.

Pasemos a analizar ciertas técnicas que nos permitiran factorizar
polinomios.
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1.9.1. Factorizacion de polinomios a partir de una raiz

Para factorizar polinomios, podemos seguir el siguiente orden:

e Se buscan las posibles raices utilizando el teorema de Gauss.

o Aplicando el teorema del resto se determina cudles son raices y
entonces son los divisores exactos de P(x).

e Gracias al teorema fundamental del Algebm, se sabe cuantas raices
tiene el polinomio.

o Mediante sucesivas divisiones por la regla de Ruffini se logra escribir
en forma factorizada al polinomio.

Ejemplo 11: Factorizar el siguiente polinomio
S(x)=x®—2x°> +x* +x?2 - 2x+1

Segun el teorema de Gauss las posibles raices son 1 o —1.
Conx - I

S)=1°-2-15+1*+12-2:1+1=0

Entonces, por el teorema de resto, podemos afirmar que 1 esraizy (x — 1)
es un factor de S(x).
Conx = —1:

S =(-1D°—-2(-1D°+(-1D*+(-1)?-2(-1)+1=8+0

Por lo tanto —1 no es raiz y S(x) no admite como factor al binomio (x + 1).
Aplicando la regla de Ruffini dos veces nos queda,

Sty —G-10 -1 1) = =10 + 1)

Ahora observemos el factor (x* + 1), /se podra factorizar?
Para poder responder esta pregunta, intentemos encontrar sus raices.
Para ello, debemos resolver la ecuacion,

-
La ultima igualdad nos indica que tenemos que buscar un nimero real que

elevado a la cuarta sea igual a —1, lo cual es imposible en el campo de los
numeros reales. Es decir, no podemos seguir factorizando y nos queda:

S(x)=(x-1*@x*+1)
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1.9.2. Factor comun

Se trata de una aplicacion directa de la propiedad distributival de la
multiplicacién con respecto a la suma o la resta. Solo se presenta “al revés”
de lo que habitualmente se hace, es decir se parte de a-b + a-c, se ve que
en cada término aparece el factor a, entonces se extrae y queda,

abta-c=a-(b+tc)

En el caso de cualquier expresion algebraica o de un polinomio, si en todos
los términos figura un factor comun, entonces dicha expresion es igual al
producto de ese factor por la expresion que resulta al dividir cada término
por ese factor.

Por ejemplo, dado Q(x) = 30x° + 18x* — 42x3 + 6x? observamos que

Q(x) = 6x%-5x3 + 6x% - 3x% — 6x% - 7x + 6x* - 1
lo cual, no permite expresarlo como,
Q(x) = 6x*(5x3 +3x% —7x + 1)

Concluimos que el polinomio Q(x) tiene al cero como raiz doble.
Esta manera de utilizar la propiedad distributiva también se puede emplear
en otro tipo de expresiones algebraicas. Por ejemplo, analicemos la siguiente
expresion:

10x3y? + 5x%y? — 15x%y

Para determinar el factor comun se analiza cada término buscando factores
repetidos. En este caso, tenemos que los coeficientes son multiplos de 5 y,
ademas, siempre aparecen x e y.

10x3y? 4+ 5x%y? — 15x%y = 5x%y - 2xy + 5x%y -y — 5x%y - 3
=|5x2y(2xy + y — 3)

a-(bxtc)=a‘bta-c Propiedad distributiva de la multiplicacion
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1.9.3. Factor comun por grupos

A veces, aunque los términos de una expresion algebraica no tengan un
Unico factor comun, es posible agrupar términos de tal manera que cada
grupo si lo tenga.

En el caso de la expresion,
ac — 2ad + 3a + bc — 2bd + 3b

observemos que sus términos no tienen un factor comun a los seis términos.
Sin embargo, en los tres primeros se repite el factor a y los tres ultimos el
factor b, entonces podemos agruparlos convenientemente como,

(ac — 2ad + 3a) + (bc — 2bd + 3b)
Ahora si, cada grupo tiene un factor comun:
a(c—2d+3)+ b(c—2d+ 3)

Notemos que el factor ¢ — 2d + 3 aparece en ambos términos. Tomandolo
como factor comuin nos queda,

(a+b)(c—2d+3)

Podemos aplicar este procedimiento para factorizar un polinomio. Por
ejemplo,

T(x) = 4x3 —x? —36x+9
= (4x3 — x?) + (—-36x +9)
=x?’(4x—-1)—-9(4x—1)
=(x?-9)“4x—-1)

Si sacamos factor comun 4 en el factor 4x — 1 nos queda,

T(x) = 4(x2 — 9) (x - %)

Para terminar de factorizar T(x), solo nos falta encontrar los divisores
exactos de x2 — 9:

A continuacién, analizaremos un método practico para encontrar los factores
de estos tipos de binomios.
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1.9.4. Diferencia de cuadrados

Como vimos en el apartado dedicado a los productos notables, multiplicar
dos binomios conjugados es sencillo si seguimos la siguiente regla,

(A+ B)(A— B) = A> — B2

La regla de este producto notable nos ayuda a encontrar rapidamente los
divisores de un binomio compuesto por una diferencia de cuadrados.
En el ultimo ejemplo llegamos a determinar que,

T(x) = 4(x2 — 9) (x - %)

El factor x? — 9 es una diferencia de cuadrados ya que
x2—9=x%-32
y por lo tanto podemos expresarlo como,
x2—9=x2-32=(x+3)(x—-3)

Finalmente, la forma factorizada de T(x) es,

T(x) = 4(x + 3)(x — 3) (x - %)

/ 1
Por lo tanto, sus raices sonx = -3, x =3y x = "

Esta misma estrategia la podemos usar para factorizar la siguiente
expresion algebraica,
81x*yl0 — 472w°

Observemos que el primer término es el cuadrado de 9x2y>, ya que
(9x2y5)2 — 92(X2)2(y5)2 =81 x4y10

De manera andloga, el segundo término resulta ser el cuadrado de 2z w3

Entonces reemplazando en

A2 —B*=(A+B)(A-B)
nos queda,

81xty'0 — 4z2wS = (9x2y°)" — (22w*)? = [(9x%y° + 22w®)(9x%y® — 22 w?)
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Ejemplo 12: Factorizar los siguientes polinomios:

(@Sl =" -y 4y +7 - Iyt 1
Volvamos a pensar la factorizacién de S(x) = x® —2x°> +x* +x2 —2x + 1
pero ahora haciendo factor comun por grupos

S L
=x*(x?—2x+ 1)+ (x*—2x+1)
=(x*—2x+D(x*+ 1)

Como el primer factor resulta ser un trinomio cuadrado perfecto,

Sx)=(x—1?*(x*+1)

oo e s
Formamos grupos
(% L +1)

Sacando factor comun x* en el primer grupo y —1 en el segundo grupo, nos
queda,
x*(x?-1)—-1(x%-1)
Sacando factor comin (x? — 1) de ambos grupos,
e i -1
Tenemos ahora dos diferencias de cuadrados,

c—Dx+DE2-1D%+1)

Y aparece otra vez la diferencia de cuadrados (x? — 1). Por lo que N(x) nos
queda:

Nx)=(x-Dx+Dx—-D+1D2+1)
={(x-1)*(x+1)%2(x*+1)

Puede suceder que tengamos que determinar una expresion algebraica o
polinomio que cumpla con ciertas condiciones. Un ejemplo de esta situacién
se presenta en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 13: Encuentre un polinomio de cuarto grado cuyos ceros o raices
son -1, 3 (doble), 5 y P(0) =10. Exprese el polinomio en su forma
factorizada.

Si el polinomio tiene por raices a -1, 3 y 5, en la factorizaciéon deben
aparecer los factores (x + 1), (x —3) y (x = 5).

Ademas, nos dicen que 3 es raiz doble, o sea que el factor (x — 3) debe estar
al cuadrado.

Es decir, P(x) tiene la forma,

Ply) - ax E1)(x-—3)(x—5) (1)

Nos falta determinar el coeficiente a.
Otro dato que nos brindan es P(0) = 10. Entonces reemplazando en P(x)
el valor 0 e igualando a 10 nos queda la siguiente ecuacion,

P(0) = 10
a(0 + 1)(0 — 3)2(0 — 5) = 10
a(—45) = 10

. 10 L 2

s

Reemplazando el valor encontrado de a en (1), finalmente encontramos el
polinomio solicitado:

2
0 —a(x +1)(x—3)%(x—5)

1.9.5. Factorizacion de polinomios de segundo grado

Debido a que tiene diversas aplicaciones dentro y fuera de la Matematica, el
analisis de los polinomios de segundo grado tiene una gran importancia.
Los polinomios de segundo grado pueden ser una diferencia de cuadrados,
un trinomio cuadrado perfecto o simplemente un trinomio.

P(x) =ax*+bx +c

En caso de tener raices reales, pueden encontrarse facilmente utilizando la
ya conocida formula:
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—b +Vb?% — 4ac
2a

X1,2 =

conocida como “resolvente” que se obtiene trabajando de manera general a
partir del completamiento de cuadrados.
Sib? — 4ac > 0 resulta que x; # x, y en ese caso la forma factorizada para
P(x) sera:

P(x) = alx —x1)(x — x3)

Si b? —4ac = 0 resulta que x; = x, y en ese caso la forma factorizada para
P(x) sera:

P(x) = a(x —x)(x —x;) = a (x — x;)?

Y si b? — 4ac < 0 resulta que P(x) no tiene raices reales y en ese caso no se
factoriza en R.

Ejemplo 14: Expresar, de ser posible, en forma factorizada los siguientes
polinomios:

(a) K(x) = 3x? + 12x — 36
Con la ayuda de la formula resolvente encontramos sus raices

—12 + /122 — 4(3)(-36) x; = —6
e 2(3) =~ { r, =2

La forma factorizada sera,

|K(x) =3(x+6)(x— 2)|

(b) R(x) =3x2+6x+3
Con la ayuda de la formula resolvente encontramos sus raices

. e
= 23)

Pero como 6% — 4(3)(3) = 0, concluimos que,

—6
X1=XZ=_2.3=_1
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Llegando a la forma factorizada:

Rx)=3(x+1Dx+1)=3(x+1)?

(c) M(x) =3x*+ 12x + 36
Al aplicar la formula resolvente,

—12 +,/122 — 4(3)(36)
2(3)

X1,2 =

determinamos que,
I Ue 11t 1 mm )

Lo cual no indicaria que no tiene raices reales y, por lo tanto, no tiene
forma factorizada en R.

1.10. Expresiones algebraicas fraccionarias

Dados dos polinomios P(x) y Q(x), tal que Q(x) sea distinto de cero, se
denomina expresion algebraica fraccionaria a toda expresiéon de la
forma,

P(x)
Q(x)

Son ejemplos de expresiones algebraicas fraccionarias las siguientes:

3x

o ix Vx:x¢0y|x|¢\/§

x*+2x  x(x+2) x(x+2)
x3—2x2+1x x(x2-2x+1) x(x—1)2

Vxix #0yx#1

7 Vxix #2yx + =2

Notemos que siempre es necesario aclarar las condiciones que debe cumplir
la variable para que no hagan cero al denominador.
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Se dice que una expresion algebraica fraccionaria es irreducible si no existen
factores comunes al numerador y al denominador. De los ejemplos
anteriores, solo la ultima es irreducible.

Para simplificar una expresion algebraica fraccionaria debemos factorizar
numerador y denominador para poder simplificar los factores comunes,
Obtendremos de esta manera, una expresion irreducible equivalente a la
anterior, donde la condiciéon de posibilidad es la dada por la expresion
original.

Ejemplo 15: Simplifique las siguientes fracciones algebraicas
(@)
x2—6x+9
x3 —9x? + 27x — 27

En primer lugar, podemos factorizar el numerador. Como x? — 6x + 9 es
un trinomio cuadrado perfecto, podemos expresarlo como,

(x3)

Para factorizar el denominador, no podemos intentar factor comin simple
o por grupos. Tendremos que aplicar un camino mas extenso, utilizando
los teoremas antes vistos.

Si buscamos las posibles raices empleando el teorema de Gauss, tenemos
que pueden ser: +1,+3,+9, +27

Apliquemos teorema del resto y observamos que,

L
Q) =0

Entonces x = 3 es raiz y por lo tanto Q(x) es divisible por (x — 3).
Dividimos por regla de Ruffini a Q(x) por (x — 3)

1 -9 27 2]

3 3 18 2/
i1 6 9 0

Obtenemos que,
x3—9x24+27x—27=(x—-3)(x?—-6x+9) =(x—3)(x —3)? = (x — 3)3
Reemplazando las factorizaciones encontradas y simplificando nos queda,
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x2—6x+9 ) | 1
x3—9x2+27x—27 (x—3)3 |(x—23)

(b)
x® - 16x

x% — 2x
Sacando factor comuin en numerador y denominador nos queda,

- s e
x2—-2x x(x—-2)

En el numerador tenemos una diferencia de cuadrados,
(x*—16) = (x2 — 4)(x* + 4)
Y a su vez, su primer factor es otra diferencia de cuadrados,
(x*—16) = (x2—4)(x%2+4) = (x — 2)(x + 2)(x% + 4)

Reemplazando y simplificando, obtenemos,

n e 0 1) ax DI ED0OH YD

. - Sl )

@ (Cuales son las condiciones de validez para las expresiones

algebraicas del ejemplo anterior?

1.10.1. Operaciones combinadas con expresiones algebraicas

Para resolver las operaciones combinadas debemos tener en cuenta la
simplificacién, multiplicacién, division, suma y resta de fracciones
algebraicas. Estas operaciones se rigen bajo las mismas reglas que los
numeros racionales, las cuales recordaremos a continuacion,

ad + cb
bd

Q
a

d a+c_
c b d

Q| o
S| Q

a-
-

S| Q
Q| o
o
Q
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En el caso de la suma, recordemos que si es una suma de tres o mas se busca
el minimo comin multiplo de los denominadores, que se obtiene
multiplicando los factores comunes y no comunes con su mayor exponente.
Para resolver una operacién combinada conviene:

e Separar en términos.

e FEfectuar las operaciones indicadas en cada término.

o  Simplificar, sin modificar la condicion de posibilidad.

Ejemplo 16: Efectuar las siguientes operaciones combinadas:

(a)
1
= _ 3y -
L
T
Procedimientos realizados
1 3y
X 3x : .
- = Sacamos comun denominador en el
) numerador del primer término.
1 3, . Aplicamos
- . = - g4 ¢ ad
X 3x+2 3x+2 EE—EZ
(1 — 3x)x2 1y Aplicamos
— = — a C (i C
x(3x+2) 3x+2 -
_(1-3x)x 3x
- Simplificamos x en el primer término
(1 _30c 3¢ Aplicamos
= = (lEEECEEE e
3 t2 — 4=
- -
— 3y 3 B
= % = Distribuimos en el numerador
x
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—3x? — 2x _

.
o
. (Bxr
= Y
(b)
x3+3x2+3x+1
(x + 1)? 1
-3 t3x |1 (4 1)
-

Primer término

(x+1D)(x%+2x+1)
- (x+ 1) -
-
(x—1)2

(L0t ) 0 (e 20 k)
(x + 1)? ' (x —1)?
tDOF+2c + 1) -

(x + 1) (x—D(x?2—-2x+1)

(x+1)2_ (x-1)
(x+1) (x—1)?
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Agrupamos términos

Sacamos factor comun - x

Finalmente, simplificamos

Procedimientos realizados
Factorizamos los
numeradores.
x3 + 3x% + 3x + 1 tiene como
raiz a —1. Aplicamos Ruffini y
nos queda

e
x3 — 3x% + 3x — 1 tiene raiz
1
Por Ruffini, obtenernos

(x—1D%?2-2x+1)

Aplicamos

ac¢c a d

hd b¢
Aplicamos

gac ac

.
Simplificamos y

factorizamos los trinomios
cuadrados perfectos



(x+1) Simplificamos nuevamente

i
Segundo término Procedimientos realizados
x—D(x+1) Factorizamos aplicando
(x + 1)? diferencia de cuadrados
(x—1) Simolif
il implificamos

Rearmamos la expresion inicial, con las simplificaciones realizadas.

X2 +3x%+3x+1

(x + 1)? x -1 (+t]) -1
2 —-3x2+3x—-1 (x+1)2 (x-1) (x+1)
.
a-d+cb

3 . a (&
Para realizar la resta, aplicamos -

.
_(x—l)_(x+1)_ fx —11x+ 1)

Al aplicar la propiedad distributiva en las multiplicaciones y agrupando
términos semejantes, obtenemos el resultado deseado.

DUt (x-D(x- 1) x t2xct1 ( 2x41)

x—1D((x+1) x—1D(xx+1)
. 4x
T

,Cuales son las condiciones de validez para las expresiones del
ejemplo 15?
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1.11. Aplicaciones fisicas

1.11.1. Maquinas simples

En estatica vimos el concepto de momento de una fuerza y como aplicar este
concepto al caso de una llave utilizada para aflojar una tuerca.

Asi como con la llave, la idea de brazo de palanca es una de las ideas mas
1mportantes a la hora de transmitir un momento para levantar o mover un
cuerpo.

Con esto en mente, a lo largo de la historia se fueron creando diversos
dispositivos que se valen de esta herramienta. Algunos de ellos sencillos, a
los que llamaremos maquinas simples.

Estos dispositivos nos permiten realizar una fuerza menor a la necesaria
para mover un cuerpo si la fuerza la aplicaramos directamente sobre dicho

cuerpo.
B de 1° grado
Palanca de 2° grado
de 3° grado
- Moévil
: Polea —
Maquinas ..
. — Fija
simples -
" Factorial
Aparejo  —
Potencial
Torno

-

En esta unidad trabajaremos escalarmente, es decir, cuando nos referimos
a una fuerza estaremos hablando de su mdédulo, o la magnitud de la misma.

1.11.2. Las palancas

Una palanca es una barra rigida que tiene la posibilidad de girar en torno a
un punto de apoyo. Se las clasifica en tres grados:

Palanca de primer grado

En este dispositivo, el punto de apoyo se encuentra entre la fuerza aplicada
para mover un cuerpo y el cuerpo a mover.
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Ejemplo de este tipo de palancas son las balanzas de dos platillos, los
alicates, las tijeras, el sube y baja, entre otros.
Esquematicamente,

Figura 3

Donde la caja a mover de peso P se encuentra a una distancia d, del punto
de apoyo 4, y la fuerza a ejercer sera F, y la aplicaremos a una distancia d,
del apoyo, cuya reaccion R es la fuerza equilibrante de P y F. Idealmente, en
orden de realizar un menor esfuerzo, cuanto mayor sea la distancia d; con
respecto a d, mayor sera el brazo de palanca y por lo tanto menor sera la
fuerza F necesaria para mover la caja.

La condicién de equilibrio del sistema estara dada por la expresion:

F.dl :sz

d,: Se denomina brazo de potencia o brazo de palanca y es la distancia
entre el punto en el que aplicamos la potencia y el punto de apoyo (fulcro).
d,: Se denomina brazo de resistencia a la distancia entre el punto en el
que aplicamos la resistencia y el (fulcro).

Ejemplo 17: Un trabajador necesita levantar un objeto que pesa 400 /N con
una palanca, cuyo brazo de palanca mide 1,5 m, y el de resistencia 30 cm,
sQué fuerza necesita aplicar para mover el objeto?

Sabemos que

F.1,5m = 400N.0,3m

Entonces
_ 400N.0,3m

P-——— > [F_80N

1,5m
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Ejemplo 18: En una balanza de dos platillos alterada, se colocan en cada
platillo monedas con un peso total de 20N y 24 N respectivamente.
sPodriamos calcular las distancias de los platillos al punto de apoyo
sabiendo que la balanza se encuentra en equilibrio?

Sabemos que para que se mantenga el equilibrio, debe cumplirse la

relacion,
ZON' d1 =24‘N'd2
Entonces
24 N
d1 =m'd2 = |d1 = 1,2'd2|

Lo que nos dice que para poder mantener el equilibrio, la balanza estaba
trucada de tal forma que uno de sus brazos era 1,2 veces la longitud del
otro, o un 20% mas largo que el otro.

Palanca de segundo grado

En este dispositivo, el punto de apoyo se encuentra en un extremo de la
barra, y el cuerpo a mover esta posicionado en un lugar intermedio entre la
fuerza aplicada en el otro extremo y el punto de apoyo.

Esquematicamente,
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Figura 4

Donde la caja a mover de peso P se encuentra a una distancia d, del punto
de apoyo A, y la fuerza F la aplicaremos a una distancia d, de A, cuya
reaccion R es la fuerza equilibrante de P y F.

La condicién de equilibrio del sistema nuevamente sera

|Fd1:Pd2|

Ejemplo de este tipo de palancas son la carretilla, el cascanueces y el
destapador.

Figura 5

En la Figura 5, si consideramos el peso del objeto que carga la carretilla
concentrado a una distancia d, de la rueda de apoyo, para poder levantar la
carga, deberemos aplicar una fuerza F, cuya componente en el eje y, saldra
de la relacion:

E,-d; =P, -d,
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Por lo tanto

Nuevamente, cuanto mas largo sea el brazo de palanca d, (observemos que
d, es inversamente proporcional a F,) menor resultara la fuerza a aplicar

para poder levantar la carga.

Ejemplo 19: Si para levantar una carga que podemos considerar
concentrada a 40 cm de la rueda de apoyo de una carretilla, necesitamos
aplicar una fuerza con una magnitud de 500 N perpendicular al eje de la
carretilla. ;Cudl es el peso de la carga a levantar si la distancia entre el
extremo de la carretilla (punto de aplicacion de la fuerza) y la rueda de
apoyo es de 120 cm?

Sabemos que
Fd =P d,
En nuestro caso
500N -120 cm

500N -120cm=P:-40cm = P =
40 cm

P =1500 N

Palanca de tercer grado

En este dispositivo, el punto de apoyo se encuentra en un extremo de la
barra, y el cuerpo a mover esta en el otro extremo, mientras que la fuerza es
aplicada en un punto intermedio.

Esquematicamente, lo podemos observar en la Figura 6

Figura 6

También en este caso la condicion de equilibrio sera

|Fd1=Pd2|
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Una particularidad de este dispositivo es que para que se mantenga el
equilibrio, la fuerza a aplicar sera mayor que la carga a levantar.

Ejemplos de este tipo de palancas son la cana de pescar, la pinza de depilar
cejas, la abrochadora y el tenedor.

Ejemplo 20: Si sostenemos una cana, en el punto B, a dos quintos de la
longitud de la misma y aplicando una fuerza hacia arriba F, para levantar
un pez que pesa 10 N. ;Como debera ser la fuerza para que se mantenga el

equilibrio?

Esquematicemos el problema:

Sabemos que

F'dlzp'dz

En nuestro caso

LotonL g2 N

s . | e e
2 L

F -

ull N

O sea que la fuerza a aplicar sera 2,5 veces mayor a la fuerza a vencer.

1.11.3. Poleas

Este dispositivo consta de una rueda acanalada que puede girar en torno a
un eje. Alrededor de la canaleta se coloca una soga, correa o cadena que sera
la encargada de trasmitir el movimiento a la carga. Si el eje no se desplaza,
se la llama polea fija, en caso de que el eje se desplace, estamos ante una
polea movil.
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Polea fija

Figura 7

Podemos asociar este mecanismo con la palanca, donde tanto d, como d,
seran iguales a la medida del radio R. Con lo que, de la condicién de
equilibrio,

F- d1 =PpP- dz
Nos queda

F-R=P-R = [F=P]

Es decir, que la fuerza a aplicar debera ser de la misma magnitud que la
fuerza a vencer para mantener el equilibrio.

Este tipo de dispositivos no aumenta ni reduce la fuerza a aplicar, pero
cambia el sentido de la misma, lo cual puede ser de utilidad.

@ (,Qué sistema de referencia elegiria en el ejemplo anterior y

i=d - . .
como serian los vectores F y P referidos al mismo?
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Polea moévil

En este mecanismo, el eje de la polea se desplaza, la polea inferior es moévil
mientras que la superior es fija, esto nos permite tirar hacia abajo, lo que la
hace mas comoda.

e e |

(ﬁ.

)

/
J

i”

Figura 8

Podemos asociar este mecanismo con una palanca de segundo grado, con un
punto de apoyo en un extremo, donde la correa se une al techo, y uno de los
brazos de palanca tiene una longitud de R y el otro de 2R. Con lo que, de la
condicién de equilibrio

F'd1=P'd2

Nos queda

P
F-2R=P-R = F=E

Es decir, que la fuerza a aplicar debera ser de la mitad de la magnitud que
la fuerza a vencer para mantener el equilibrio.

soga el doble de la longitud que en la polea fija.

@ La desventaja de este mecanismo es que habra que tirar de la

(Por qué ocurre esto?
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1.11.4. Aparejos

Estos dispositivos estan formados por correas fijas y moviles, y pueden ser
del tipo factorial o potencial. En ambos casos, reducen la fuerza a aplicar

pero incrementan la longitud de la cuerda.
Aparejo Factorial

Este mecanismo se caracteriza por tener:
e Una una sola correa enrollada en las poleas fijas y moviles.
e Igual numero de poleas fijas que de poleas moviles.

e e e e e e e e e e e D e D D e T e e

k

Figura 9

En la Figura 9, las cuatro poleas superiores son fijas y las inferiores moviles.
El cuerpo a levantar esta colgado de las ultimas.
La fuerza aplicada sera:

Donde n es el niumero de poleas méviles. La cantidad de poleas moéviles y

fijas es la misma.
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Ejemplo 21: ;Cudl debera ser la fuerza a aplicar para levantar el cuerpo
de peso P de un aparejo con cuatro poleas moviles?

De la condiciéon de equilibrio, la fuerza aplicada sera:

F . F
) g
s HEE:

P
8

Aparejo Potencial

Este mecanismo se caracteriza por tener:
e Una polea fija anclada a una cierta altura.
e Una o varias poleas moviles (en la ultima se sujeta el objeto a
levantar).
e Tantas correas como poleas moviles haya.

Cada polea movil actuia de forma tal que, la fuerza que realizara la siguiente
sera la mitad que la realizada por la anterior. El peso del cuerpo se va
dividiendo por 2 con cada polea movil adicional, motivo por el cual se lo llama
aparejo potencial. La fuerza aplicada sera:

Ejemplo 22: ;Cudl deberd ser la fuerza a aplicar para levantar, utilizando
un aparejo potencial, un cuerpo cuyo peso es de 24 N?¢
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En la figura anterior, tenemos tres poleas moviles. La fuerza aplicada
sera:

4N

- = =3

1.11.5. Torno

Este dispositivo consta de un cilindro que rota en torno a un eje mediante
una manivela. El cilindro al girar permite que una cuerda, que sostiene en
un extremo al cuerpo de peso P, se enrolle en torno a él. Este mecanismo es
el tipico que se usa en los aljibes para retirar baldes con agua.

También podemos asociar este mecanismo con la palanca. Con lo que la
condicion de equilibrio nos queda

F-d=P-R

Ejemplo 23: Mediante un torno cuyo radio es de 10 cm, se debe levantar
un balde cuyo peso es de 20 N.

sCual debera ser el modulo de la fuerza aplicada si la manivela es de 50
cm?

Sabemos que
F-d=P-'R
En nuestro caso

20N-Dim
0,5m -

F:-05m=20N:01lm = F =
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Un caso particular de torno es el que esta compuesto por dos cilindros unidos
de diferente radio. En general, una correa o soga es enrollada en el cilindro
de mayor diametro, sobre la que se ejerce la fuerza. Y en el cilindro interior
se enrolla la cuerda que sostiene el cuerpo a levantar.

Un ejemplo de esto es la persiana de enrollar.

-
r

Figura 10

En este caso también

F-R=Pr = |F =

P-r
R

Por lo que cuanto mayor sea el radio del cilindro exterior R con respecto al
del cilindro interior r, menor sera la fuerza a realizar.

Ejemplo 24: Para levantar una persiana de enrollar se dispone de un
motor que puede hacer una fuerza de 20 N, si la persiana pesa 50 N, ;Cudl

debera ser el radio del cilindro exterior si el del cilindro interior es de
0,05 m?

Tenemos:

P-r 50N-0,05m

E r
Pep Ry (0125
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1.12. Actividades del capitulo

1.

2.

3.

4.

Pi(x) = —4x3+2x?—3x Py(x) =3x3 —4x?+2x—1 P;(x) = —x3+x2-1

5.

6.

Exprese algebraicamente los enunciados:

(a) Las tres quintas partes del cubo de un niamero.
(b) El cubo del cuadruple de un nimero.

(c) Eltriple de un nimero aumentado en 7.

(d) El doble de un niimero, disminuido en 5.

Determine las expresiones algebraicas que representen el perimetro y el
area las figuras:

(b)

3x 3 (L
| @
|

€T

Indique en cudles se las siguientes expresiones se cumple la igualdad.
(@) (a—b)?>—(a—b)*=4ab

(b) (a+b)?+ (a—b)? =2(a? + b?)

() (a+b)?>—(a—b)?=4ab

(d) (a+b)3 - (a—b)? =8ab(a? + b?)

Dados los polinomios

Calcule el resultado en cada operacién e indique cual es su grado del
polinomio obtenido.
(@) P+ P, — P; (b) P, - Py + P; () (Ps+P;) Py

Teniendo en cuenta el siguiente conjunto de polinomios,
1
Pi(x) =x2—-2x+10 P,(x) =x2+x+z Ps(x)=x*+4x+1

P(x) = —2x°+4x3—3 Ps(x)=x%>—4x+4 Pg(x)=—-4x?—-24x+1
(,Cuales son trinomios cuadrados perfectos? En caso de no serlo,
complete cuadrados y obtenga un polinomio equivalente.

Sean los polinomios P(x) y Q(x), realice la division de P(x): Q(x). Indique
los polinomios cociente y resto.

(@) P(x) =2x* —2x5—2x2+5x—4 Q(x)=x%>-2x+4

(b) P(x) =5x3—-3x2+4 Q(x) =5x%—5x+2

() P(x) =6x*+5x3—2x2—x Q(x)=2x-1
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7. Calcule el cociente y el resto aplicando la regla de Ruffini

(@ Bx*—7x34+2x2—-12x+1):(x—3) (b) (5x*—3x+2x2-82):(x —2)

(c) (3x3 —12x% +4x + %) : (x + %) d P+1):x-1)

8. Sean € Ry laoperacion,
(x3 +4nx? —n?x +4): (x — n)
Calcule el valor de n para que la division sea exacta.

9. Sean P(x) =2x3+kx —2 y Q(x) = x — 2. Determine el valor de k para
que Q(x) sea divisor exacto de P(x).

10. Calcule los valores de a y b para P(x) sea divisible por Q(x).
P(x)=x*—-3x3+5x>+bx+a Qkx)=x%+1

11. Encuentre todos los ceros o raices de los siguientes polinomios y
utilicelos para escribirlo de forma factorizada.
(@) P(x) =x3+x?—14x — 24
() O0(x) =x*+3x3—-3x2—-11x—6
() R(x) = %x3 — 3x? +%x -3

12. Factorice el polinomio P(x).

(@) P(x) =x3+2x2—4x—8 (b) P(x) =x?-81
() P(x) =x®+2x*+x%2-2 (d) P(x) =x®>—x*—5x3+5x2+6x—6
(e) P(x) =x* — 2x? + 1 ) P(x) =12x3 — 14x% + 42x — 49

13. Determine el polinomio de tercer grado cuyos ceros son 2, —1 y 3.
Ademas se sabe que el coeficiente del término cubico es 5.

14. Encuentre un polinomio de cuarto grado cuyos ceros son 1, 2 (doble), 5y
P(0) = 20.

15. El resto o residuo de dividir el polinomio P(x) = ax® + bx3 + cx — 8 por
x + 3 es 6. ;Cudl es el residuo de dividir P(x) por x — 3?
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16. Verifique la igualdad efectuando las operaciones indicadas en el primer
miembro, simplificando los resultados cuando sea posible.

x? x? x+1 x2—-1 x—-1 x-1
3. 18 x+2 @ 3x3 N 3x 6  3(x—-1)
3x—3 9x2-9x x(x+1) (x+2)(x—2) x2—4 x3—4x x(x—2)

—3)2 1 2
(a)é_g 1__(x 3) (b) —4,5_ 9 X2—5_7_x
X

(©

17. Realice las operaciones, simplificando los resultados cuando sea posible

@) —x? _x4+1 ) 2x+6  2x L * x—3
x2+1 x?2-1 x2—9 x+7 x+7 5

© X2 —x—6 —x—2 @ <2x2+1_ 2x +1 .(Zx—1)2>_x2+2x+1
B +x xt—1 3x2 4x2 — 1 6x T 9x8

18. Efectiien las operaciones necesarias en el primer miembro para verificar
las igualdades.

X 2 1 1
x—3 " x2—6xt9 _x—1 x_xz x_ xZ _x5—x4+1
(a) xX—2 =x—3 (b) TT + 1 - x2
X —3 X x2 x*
x*+7x+6 1 x—7
© (x + 1)2 (x+1):x—1 @ X2 — 4 B x+4 _ 29 — 4x
2+ 6x+5 x+ 1 x2—14x4+49 x2-16 (x—4)(x—7)
—Z_1 X+ 4 )

19. Un trabajador necesita levantar un objeto que pesa 500 N con una
palanca cuyo brazo de palanca mide 2 m, y el de resistencia 50 cm segin
el siguiente esquema, ;Qué fuerza necesita aplicar para mover el objeto?

dy = 50cm

20. Necesitamos mover un cuerpo de 60 kg de masa, con una palanca,
calcular la posicion del punto de apoyo, si la longitud total de la palanca
es de 4 m y la fuerza a aplicar es de 200 N.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

56

,Cual debera ser la longitud de una carretilla, si al aplicarle una fuerza
de 20 N levanta una carga de 50 N de materiales y la carga se considera
concentrada a 0,20 m del extremo?

,Qué fuerza deberemos realizar en un destapador de botellas si el brazo
de palanca mide 10 ¢m y la fuerza necesaria para destapar la botella es
de 5 N y estara aplicada a 1,5 cm del extremo?

,Qué fuerza deberemos aplicar en el brazo de la polea fija del siguiente
esquema si se desea levantar un peso de 100 N?

0=30°

Tl

(,Qué fuerza se debera aplicar para levantar un cuerpo de 50 kg de masa
con una polea moévil?

,Qué fuerza se debera aplicar para levantar un peso de 1000 N, si cuento
con un aparejo factorial de 5 poleas?

Si necesito levantar un cuerpo de masa 200 kg, y puedo aplicar una
fuerza de 200 N, /cuantas poleas debera tener el aparejo factorial a
utilizar para poder levantar ese cuerpo?

,Qué fuerza necesito aplicar en un aparejo potencial de 3 poleas, si debo
levantar un objeto que pesa 1600 N?

Deseo levantar una persiana de enrollar, si el peso de la persiana es de
100 N, el cilindro donde se enrolla la persiana tiene un radio de 5cm y
la cinta se enrolla en un cilindro con un radio de 15 cm, /cual debera ser
la fuerza a aplicar para levantar la persiana?



29.

30.

Para sacar agua de un pozo se utiliza un torno, el cilindro del torno tiene
un radio de 6 cm, y la manivela mide 20 cm. Si el peso del balde es de
200 N, /qué fuerza se debera aplicar para retirar el balde del pozo?

Si deseo levantar un peso de 500 N mediante un torno, y puedo aplicar

una fuerza de 25 N, /cual debera ser la longitud de la manivela, si el
cilindro mide 10 ¢m de radio?
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2. Ecuaciones y
Sistemas de
ecuaciones lineales

2.1. Introduccion

Se conoce de Diofanto de Alejandria algunos escritos en los cuales, por
primera vez en la historia de la matematica griega, se tratan de una forma
rigurosa las ecuaciones de primer grado. Introdujo también un simbolismo
algebraico muy elemental al designar la incégnita con un signo que es la
primera silaba de la palabra griega arithmos, que significa namero. Los
problemas de algebra que propuso prepararon el terreno de lo que siglos mas
tarde seria "la teoria de ecuaciones". A pesar de su rudimentaria notacién
simbdlica, que no es la que actualmente se utiliza, fue muy importante su
contribucion en el campo de la notacion.

Diofanto es considerado por muchos el padre del Algebra, aunque se conoce
poco sobre su vida, por ejemplo, en qué fecha murié. Pero un dato curioso es
que si se sabe la edad de su muerte, gracias al epitafio? redactado en forma
de problema:

2Un epitafio es el texto que honra al difunto, normalmente inscrito en una ldpida sobre su
tumba. Se han conocido muchos poetas que han escrito su propio epitafio en forma de verso.
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“Transetnte, esta es la tumba de Diofanto: los niimeros pueden mostrar,
joh maravilla! la duracion de su vida. Su nifiez ocupé la sexta parte
de su vida; después, durante la doceava parte, de vello se cubrieron
sus mejillas. Pasé auin una séptima parte de su vida antes de tomar
esposa y, cinco anos después, tuvo un precioso nino que, una vez
alcanzada la mitad de la edad de su padre, perecié de una muerte
desgraciada. Su padre tuvo que sobrevivirle, llordndole, durante
cuatro anos mas.”

Para determinar cuantos anos vivié Diofanto podriamos pasar el epitafio a
lenguaje matematico. Sabemos que es un numero, pero desconocido, que
llamaremos incoégnita y representaremos con una letra. Si x es la cantidad
de anos que vivié Diofanto entonces,

Lenguaje coloquial Lenguaje matematico
. 1
La sexta parte de su vida. gx
. 1
La doceava parte (de su vida). Ex
. . 1
Una séptima parte de su vida. 7x
Cinco anos después. +5
La mitad de la edad de su 1
~ , -x+4
padre, 4 anos mas. 2

Ahora si podemos reescribir el epitafio, pero en lenguaje algebraico:

O L
6x 12x 7.X' 2x =X

La expresion de arriba es una ecuacion: “igualdad entre dos expresiones
algebraicas en las que aparece al menos un valor desconocido llamado
incognita”. Resolver una ecuacién significa encontrar el valor de esta
incégnita, es decir, un numero real (o varios) que hacen verdadera la
igualdad.

1+1 +1+1 =-5-—-4
e TR T AT

—ax = -9
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iDiofanto fallecié a los 84 anos!

Las ecuaciones pueden no tener solucién, tener Unica soluciéon, varias o
incluso infinitas. Todo dependera de las caracteristicas de las mismas.

Por ejemplo, la ecuacién que acabamos de resolver tiene una tinica solucion.
A lo largo de este capitulo estudiaremos diversos tipos de ecuaciones,
algunas de sus aplicaciones y caracteristicas principales.

2.2. Ecuaciones

2.2.1. Ecuaciones de primer grado

En general una ecuacion de primer grado, también llamada ecuaciéon lineal
en una variable, como la que resolvimos en el ejemplo anterior, es toda
expresion de la forma:

1° miembro 2°miembro

ax+ b = 0

L» Término independiente

Término lineal

donde a,b € R

Ejemplo 1: Indicar cudles de las siguientes ecuaciones son lineales.
Justificar.

(@) —6x=5

(hl2r =

{cl oy +2 - v

(@)= +5 =x

Para determinar si una ecuacioén es o no lineal basta con verificar que la
misma pueda escribirse de la forma ax + b = 0. Analicemos a continuacién
cada caso.

61



LEs

i 1 Justificacion
ineal?

Ecuacion

La ecuaciéon puede expresarse de la
—61 = § St forma —6x —5 =0

En este caso, no es posible expresar
la ecuacion de la forma ax + b
- - debido a (.1ue, ter?emos un term}flo
donde la incégnita de la ecuacion
esta elevada al cuadrado.

Tampoco es una ecuacion lineal ya
No que aparece un término donde dos
1 incognitas se multiplican entre si.

En este caso, la expresion
- equivalente a la dadaesx ! +5—
X x = 0. Tampoco es lineal.

Ejemplo 2: Verificar que las siguientes expresiones son ecuaciones lineales
y hallar el conjunto solucion:

(a)
.
X 1 X ==

Si queremos comprobar que se trata de una ecuacién lineal, solo debemos
expresarla en la forma ax + b = 0,

1
2 ——4x = -3
x-I-4 X

il
2x+Z—4x+3=0
2 +13—O
i T

e i i i ; 13 7 i
—2 es el coeficiente que acompana al término lineal y . el término

independiente. Para resolver dicha ecuaciéon bastara con despejar la
incognita.

13 e 13
! 4 8
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Insistiremos a lo largo de este capitulo con el proceso de verificacion,
porque consideramos que es tan importante como el de resolucion. Para
esto solo sera necesario remplazar el valor hallado en la “ecuacion original”
y verificar que se cumple la igualdad.

Verificacion:

2(13)+1 4(13)_26+1 e .
8 4 g, § 4 a8  a

Ahora podemos escribir el conjunto soluciéon de nuestra ecuacién, que
tendra un unico elemento:

(b)

o +4+4 =2
=X £X =2x

Comprobemos nuevamente que se trata de una ecuacion lineal:

6 4
=

5 5
s +4 2x+4=0
oX+ox—2x =
0Ox+4=0

Sin embargo, observemos que el coeficiente del término lineal es cero y 4
es el término independiente. En esta ecuacion es imposible despejar la
incégnita debido a que la divisién por cero no esta definida. Pero, ademas,

no existe ningin numero real que multiplicado por cero nos de —4. En este
caso la ecuacion no tiene solucién y el conjunto solucién es vacio.

(c)
44+x—9+6x=-5+7x

Para la Gltima ecuacion tenemos que
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xX+6x—7x+4—-94+5=0
0x E0=0

Observemos que en este caso tanto el coeficiente lineal como el término
independiente son ceros. Pero la situacion es muy distinta a la planteada
en el ejemplo anterior, analicemos algunos posibles valores para x:

0:3+0=0
0:8+0=0
0:(-9+0=0

Es decir, la ecuacién planteada tiene infinitas soluciones ya que todo
numero real la verifica. Podemos escribir en forma genérica

x€ER

El conjunto solucién se puede expresar también

|S - R}|

Que se lee: “El conjunto soluciéon esta formado por todos los valores
posibles de x tales que x pertenezca al conjunto de los niimeros reales”.

(Es posible encontrar una ecuacion lineal cuyo conjunto
solucion tenga exactamente tres elementos?

(y exactamente dos?

La respuesta es no, una ecuacion lineal solo puede tener exactamente una,
ninguna o infinitas soluciones, como sintetizaremos en la siguiente tabla:

ax+b=0
Unica Infinitas Ninguna
solucion soluciones solucion

Si a#0yb+0|Sia=0yb=0|Sia=0yb+0

x = xER Ax

b
a
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2.2.2. Ecuaciones de segundo grado

De forma analoga y casi intuitiva podemos decir que una ecuacién de
segundo grado, también llamada ecuacién cuadratica en una variable, es
toda igualdad de la forma:

1° miembro 2° miembro

—
ax?+ bx+c= 0

» Término independiente

Término lineal

» Término cuadratico

donde a, b, c € R se llaman coeficientes de la ecuacion.
Las soluciones de una ecuacién cuadratica con a # 0, pueden obtenerse a
partir de los coeficientes a, b, ¢ como demostraremos a continuacion.
Tomemos la ecuacién cuadratica genérica

a’?+bx+c=0
y despejemos el término independiente

a’+bx = —c
Multiplicamos ambos miembros por 4a
4a? x? + 4abx = —4ac
Si sumamos b? en ambos miembros, para obtener un trinomio cuadrado
perfecto,
4a’x? + 4abx + b* = —4ac + b?

podemos escribir en el primer miembro, como el cuadrado de un binomio

(2ax + b)? = —4ac + b?

Aplicamos raiz cuadrada en ambos miembros

|2ax + b| =+/b? — 4ac
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Por la definicién de valor absoluto, esta expresion es equivalente a

2ax + b = ++/b% — 4ac

Despejando

2ax = —b ++/b?% — 4ac

llegamos finalmente a

—b ++Vb?% — 4ac
Y12 = 2a

La expresiéon obtenida para x; , se llama féormula resolvente.

Ejemplo 3: Hallar el valor de la incognita en las siguientes ecuaciones
cuadrdaticas y dar el conjunto solucion:

(@)
2 4
5 5 5

Si queremos comprobar que se trata de una ecuaciéon cuadratica, solo
debemos llevarla a la forma ax? + bx + ¢ = 0

= T 4

2
——x’totsx—x=—sx—=
.
22 i+ - +4=0
3 3
= —2 es el coeficiente del término cuadratico, b = g es el coeficiente del

término lineal y ¢ = 4 es el término independiente. Para resolver dicha
ecuacion, bastara con utilizar la formula resolvente

_bip?-4ac
- 2a
X12 = . d _ !
2-(~3) -3 o
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Como hemos senialado anteriormente, es de suma importancia, verificar
los valores hallados en la ecuacién original.

Verificacion:

Eorre

_E(_2)2+1+1 My i e —_é = _z
. = -

24+ +2—8 .
3 7 3 3 7
B 2+2_8 7
3 J 9 3 )
5 5
o
P = o
- . .
3 2 . 3 o
29+1+1 .. .
3 J - J
6+1+1 3- | !
. - .
15 15
i o

El conjunto solucion de nuestra ecuaciéon tendra dos elementos,

()

5 3
—Ex—4—5x+2x2:x2+4x+12

5 3 5 5
——x—4—§x+2x o ol ol T

2
g 1h -0

a =1 es el coeficiente del término cuadratico, b = 0 es el coeficiente del
término lineal y ¢ = 16 es el término independiente. Para resolver dicha
ecuacion podriamos utilizar la formula resolvente o despejar la incégnita
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directamente, alternativa que tendremos siempre que el término lineal sea
cero:

x L0~ 16=10
¥ =16
Aplicamos raiz cuadrada en ambos miembros,
Jx% =16
y recordando que Vx?% = |x|,
-
Recordemos que el valor absoluto de un nimero real es la distancia a la

que ese numero real se encuentra del cero. Como hay dos nimeros reales
que estan a cuatro unidades del cero, las respuestas seran:

|x1 =4 X2 :_4'|

Como hemos senialado anteriormente, es de suma importancia, verificar
los valores hallados en la ecuacién original.

Verificacion:

Para x; = 4:
—;-(4)—4—;-(4)+2-(4)2=(4)2—4-(4)+12

104 6 F 32 = |16 164 |2
12 =015 &
Para x, = —4:

—;-(—4)—4—;(—4)+2-(—4)2 = (-4 -4 (-4) +12

10—-4+6+32=16+16+ 12
44 =44

Ahora podemos escribir el conjunto soluciéon de nuestra ecuacion, que

tendra dos elementos:
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(c)
2x°+54+11x—9+2x=x*+8x— 6+ 3x

Agrupando en el primer miembro

2y L5 1110 019 ¥ Oy 15 3y - ()
*+2x+2=0

a =1 es el coeficiente del término cuadratico, b = 2 es el coeficiente del
término lineal y ¢ = 2 es el término independiente. Para resolver dicha
ecuacion, deberemos utilizar nuevamente la férmula resolvente.

—b +Vb?% — 4ac
. 2a

- e - s L
o - 2 - .

S

Como la Vv—4 no tiene solucién en el conjunto de los nimeros reales, la
ecuacion planteada no tiene solucion en este conjunto. En otras
palabras, el conjunto solucién es vacio:

s
Una ecuacion cuadratica, en el conjunto de los niimeros reales, puede tener
una, dos o ninguna solucion. El discriminante, que se denota A y se obtiene
mediante la expresion,

A = b? — 4ac

es el que nos indica la cantidad de soluciones que tendra, segiin sea positivo,
negativo o cero. En la siguiente tabla analizamos cada caso.
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ax* +bx+c=0
Unica Dos Ninguna
solucion soluciones solucion
A=0 A>0 A<O
—=b —b + Vb2 — 4ac
X =— Xqo = Ax
2a 12 2a
,Cual es el valor del discriminante en cada una de las
ecuaciones del Ejemplo 3?

2.2.3. Ecuaciones bicuadraticas

Este tipo de ecuaciones son un caso particular de las ecuaciones de cuarto
grado, en las que faltan los términos de tercer y primer grado. Es decir, son
de la forma,

ax* +bx*+c=0

Para poder resolverlas necesitamos hacer el siguiente cambio de variable,

De esta manera, la ecuaciéon original nos queda nuevamente de segundo
grado,
au’+bu+c=0

y podemos aplicar la férmula resolvente,

—b +Vb?% — 4ac
e = 2a

Al deshacer el cambio de variable, encontraremos las cuatro soluciones
posibles:

X12 = i\/u_l X34 = i\/u_z
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Ejemplo 4: Hallar todos los valores de x que verifican la siguiente
ecuaclon,

r — 13v° £ 36 = ()
Como se trata de una ecuacion bicuadratica, realizamos el cambio de
variable,
Obtenemos asi,

u?—-13u+36=0

Aplicamos la formula resolvente,

Bt E g 1 B3
2a _ 2 =’

Uy =

Hemos encontrado, dos valores posibles para u: u;y =9 y u, =4. Sin
embargo, no podemos olvidar que la incognita de nuestro problema es x.
Entonces,

X12 = i\/§ i i\/z

Es decir, existen cuatro valores de x que verifican la ecuacion.
Verificacion:

Parax, — 3.
(3)*-13:(3)2+36=0
8l 13-94+36=0
117-117=0 W

Para x, = —3:
(-3)*—13:(-3)2+36=0
BilE=—EE Y G ()
117-117=0 «

Para x3 = 2:
oo s e
16 —-13-44+36=0
-
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Parax, - -2
(—2)*—13:(-2)2+36=0
16 —13:4+36=0
52-52=0 «

Ahora podemos escribir el conjunto soluciéon de nuestra ecuacion, que
tendra cuatro elementos:

IS = {3;-3;2; —2}|

2.2.4. Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

Antes de comenzar a desarrollar la idea de ecuacién exponencial y
logaritmica, repasemos algunos conceptos previos necesarios.

Logaritmo de un nimero real

Los logaritmos son otra manera de pensar en potencias. Veamos esto a
través del siguiente ejemplo.

Sabemos que 3 elevado a la cuarta es igual a 81 y podemos representar esta
relacion a través de la siguiente expresion:

3* =81
Y si nos preguntan: ;3 elevado a qué potencia es igual a 81? la respuesta
obviamente es 4, pero lo interesante es el hecho de que también existe una
expresion para esta operacion:
log; 81 =4

y se lee: "El logaritmo en base tres de ochenta y uno, es cuatro”.

Ambas expresiones son formas equivalentes de expresar la relacion que
existe entre los tres numeros. En otras palabras, una es reciproca de la otra:

log;81 =4 < 3*=81

Veamos mas ejemplos de esta relacion, en el siguiente cuadro.
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Expresion logaritmica Expresion exponencial
log,32 =5 25 =32
log,01000 = 3 103 = 1000
log18=-3 (1>_3 _g
2 2
logs1=0 80 =1

De los ejemplos exhibidos anteriormente podemos definir de forma genérica
que,

Ellogaritmo en base a de un niimero real positivo es el exponente al cual
hay que elevar a la base para obtener dicho niumero. Simbdlicamente,

logab=c=a‘=bhb

dondea >0, a # 1 es la base del logaritmo y b > 0 es el argumento.

@ (Existe el log,(—8) ? Justifica tu respuesta

Logaritmos especiales

Aunque la base de un logaritmo puede ser cualquier nimero real positivo
(pero distinto de uno), hay dos bases que se utilizan mas que las demas.
Incluso las calculadoras tienen teclas especificas para estos dos tipos de
logaritmos. Por este motivo tienen una forma particular de denotarse:

o FEl logaritmo en base 10 es el uinico que, al escribirlo podemos omitir
su escritura. Es decir,

logio x = log x

e FEl logaritmo natural (o neperiano) es el logaritmo cuya base es el
numero irracional e. En este caso escribiremos "In" en lugar de "log".

log, x =Inx
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Logaritmos con calculadora. Cambio de base

Supongamos que queremos encontrar el valor de la expresion log, 30, Como
30 no es una potencia racional de 2, es dificil evaluar esta expresiéon sin una
calculadora. Sin embargo, algunas solo permiten calcular directamente
logaritmos en base 10 o base e. Esto esta lejos de ser una limitacién, ya que
es posible resolver el logaritmo planteado realizando un cambio de base a
cualquiera de estas dos. Por ejemplo, podriamos pasarlo a base 10 y obtener
el resultado (con calculadora) a través del siguiente calculo,

log 30
& =49

log 2 '

log, 30 =
Incluso utilizando base e podemos verificar (con calculadora) que también

llegamos al mismo valor,

In 30
In2

log, 30 = =49

Cabe aclarar que podemos utilizar cualquier base para realizar el calculo.
En general, la expresion para el cambio de base esta dada por:

log. b

1 _
08a b log. a

Propiedades de los logaritmos

i. El logaritmo de uno, en cualquier base, es siempre cero.
log,1=0

it. El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de
los factores.

log,(b-c) =log, b +log,c

i1i. El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del numerador menos
el logaritmo del denominador.

b
log, (E) = log, b —log, c
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iv. El logaritmo de una potencia es igual al producto entre el exponente
y el logaritmo de la base.

log,(b™) =n-log, b

Ejemplo 5: Utilizando propiedades y sin calculadora, reducir las
siguientes expresiones a un unico logaritmo y resolver.

(@)
log,12 — log, 6 + log, 8 =

Aplicando la propiedad iii. (logaritmo del cociente) podemos expresar los
dos primeros logaritmos como uno solo donde los argumentos quedan
dividiendo:

-
= log, (?> + log, 8 =1log,2+1log,8 =

Aplicando la propiedad ii. (logaritmo del producto) podemos expresar los
dos logaritmos como uno solo, donde los argumentos quedan
multiplicando:

= s e G

(b)
2:log,10—2:1lo0g,5 =

Aplicando la propiedad iv. (logaritmo de una potencia) podemos colocar los
factores que los multiplican, como exponentes de sus argumentos,
respectivamente:

= log, 102 — log, 5% = log, 100 — log, 25 =

Aplicamos la propiedad iii. (logaritmo del cociente):

100
= (E) -

(c)
1
log; 162 — o log; 36 =
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Aplicando la propiedad iv. (logaritmo de una potencia) podemos colocar el
factor del segundo logaritmo como exponente del argumento:

1
= log; 162 — logs (362) = log; 162 — log; V36 = log; 162 — log; 6

Aplicamos la propiedad iii. (logaritmo del cociente):

162

Ahora si contamos con una serie de recursos que podemos utilizar para
abordar otro tipo de ecuaciones.
En una ecuacion exponencial, la incognita se encuentra en el exponente
de algiin término. Mientras que en una ecuacién logaritmica la incognita
se encuentra en el argumento del logaritmo. Para resolver dichas ecuaciones
se recurre a las propiedades arriba utilizadas. Algunos ejemplos de estas
ecuaciones son:

(a) log(3x+1)-log(2x —3) = —4

() log(x® +1)-log(3x —8) =1

() 5-34*—1=5

(d) 5**1 + 5%71 =26

(a) y (b) son ecuaciones logaritmicas mientras que (c) y (d) son ecuaciones
exponenciales.

Ejemplo 6: Hallar el o los valores de la incognita, en las siguientes
ecuaciones exponenciales:

(@)
B .l6 -3

Aplicando logaritmo en ambos miembros, por las propiedades i y iv,
podemos “bajar” los exponentes. Si bien es posible aplicar logaritmo en
cualquier base, al observar el ejercicio podemos notar que 8, 16 y 32 son
potencias de 2. Entonces nos conviene aplicar logaritmo en base 2 y nos
evitamos asi tener que usar calculadora para obtener los logaritmos.
Recordemos que al tratarse de una igualdad debemos aplicar la misma
operacién en ambos miembros,

log,(8* - 163%) = log, 32
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La propiedad i dice que el logaritmo de un producto es igual a la suma de
los logaritmos de los factores, entonces,

log,(8%) + log,(163*) = log, 32
La propiedad iv afirma

que el logaritmo de una potencia es igual al producto entre el exponente
y el logaritmo de la base de la potencia. Entonces,

x -log, 8 + 3x -log, 16 = log, 32
X 245y 45
3x+12x =5
5 5

Finalmente,

(b)
32x = 3x+1 =9y

Esta ecuacion puede parecer similar en su resolucion a la anterior, pero
no lo es. Observemos que tenemos una resta y no un producto. Entonces
no podemos aplicar todavia ninguna propiedad de los logaritmos. Sin
embargo, si podemos aplicar propiedades de la potencia:

(37) 4.3 .31 - oy
(3°) 12 3 — 7
(3212 312790

Observemos que si sustituimos nos queda una ecuacion cuadratica
o de segundo grado:

y2-12.y+27=0

Aplicando la férmula resolvente obtenemos,

12 +./(-12)2—4-1-27 _12i\/144—108 _12-1_-\/36
7.1 - 2 - ]

Vio

L Z2rs 1z
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Es importante tener en cuenta que todavia no encontramos los valores de
x, pero al tener la relaciéon que establecimos entre x e y, a través de la
sustitucion y = 3%
-
\

[ |
9=3* 0 3=3*

Aplicando, ahora si, logaritmo en ambos miembros podemos “bajar”
aplicando la propiedad iv.

logs 9 = log3(3%) logs 3 = logs(3%)
logz 9 = x - log; 3 logz 3 = x - log; 3
R 10 |

x=2

Ejemplo 7: Hallar el o los valores de la incognita, en las siguientes
ecuaciones logaritmicas:

(@)
log 1 L)l iog 0 (el 11/

Aplicamos la propiedad i de los logaritmos,

logo[(x+1)-9(x+1)] =2
logo[9(x + 1)?] = 2

Teniendo en cuenta la definicion de logaritmo,

9 -9 +1)
SE

Aplicando raiz cuadrada en ambos miembros, obtenemos
o

Recordemos nuevamente que vVx? = |x|

lx +1] =9
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- W5y
x=2 =—4

(b)
2-log?x—18-log x = 20

Observemos que si sustituimos y = log x la ecuacién que nos queda es otra
vez una cuadratica:

2y° 18y - 2010
Si multiplicamos ambos miembros por % :
y2—9y—-10=0

Aplicando la férmula resolvente obtenemos,

9+ 09711 (100 9448l +40 944121
Lz 21 = 2 - 2
i 9 11
Vi = > =10 0 Y, = > = -1

Para obtener los valores de x, debemos wutilizar la relacion que
establecimos entre x e y, a través de la sustitucion y = logx y aplicar la
definicién de logaritmo:

y = logx
[ ; \
10 = logx —1=logx
. L e
1
= 1010 =—
x =

@ Verificar en las ecuaciones originales los valores hallados.
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2.2.5. Ecuaciones racionales

Las ecuaciones racionales, también llamadas ecuaciones
fraccionarias, son aquellas que contienen cocientes de expresiones
algebraicas y la incégnita aparece en el denominador. Por tal motivo, lo
primero que debemos pensar es que, al haber cocientes, la incognita x podria
tomar valores que hagan cero al denominador. Pero, la divisiéon por cero jno
esta definida! entonces, lo primero sera analizar qué valor o valores
debemos restringir como posibles soluciones y obtener asi el conjunto de
validez de estos cocientes, que denotaremos C,, .

Ejemplo 8: Hallar todos los valores de x que satisfagan las siguientes

ecuaciones:

(a)
20 =5 _ 15
-

Lo primero que haremos sera analizaremos qué valores debemos
restringir.

xX+5
El conjunto de validez sera:

¢, =R - {5)

Podemos notar que en ambos miembros el denominador es el mismo,
entonces para que la igualdad se cumpla también deberan ser iguales los
numeradores, quedando entonces,

2y =5 = |§

[x = 10]

(b)
1 1 1

x—2+x+2=x2—4

Al analizar qué valores de x anulan los denominadores de la ecuacidn,
resulta,

ey e
y el conjunto de validez es:

€,-R-{2. 2
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. . 1 Hallamos el m.c.m de los

(x—2)(x+2) denominadores y resolvemos la suma.

2x _ 1
- 0

Ademéas x> —4= (x —2)(x + 2)

Si el denominador de los dos miembros

Za =1 es igual, como ya dijimos, deben serlo

también los numeradores.

(c)
o 3

- _ 1
x+3 x24+6x+9

Analizando los dos denominadores, debemos excluir como posible soluciéon:

b
El conjunto de validez sera:
C,=R-— {_3}
x+2 3 . Factorizamos el polinomio del
x+3 (x+3)2 denominador en el segundo término.

Gt DG +3) -3 Hallamos el m.c.m de los

(x + 3)?

denominadores y resolvemos la
resta.

Multiplicamos ambos miembros por

x +2)(r+3) 3= (¢ +3)° .

Aplicamos propiedad distributiva en
x2+5x+6—-3=x*+6x+9 el primer miembro y desarrollamos
el cuadrado en el segundo.

Simplificamos y agrupamos
convenientemente.
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(d)
saltls x—4

i :0
x2—4 x2+4+4x+4

Analizando los dos denominadores, debemos excluir como posibles
soluciones:
T vy

El conjunto de validez sera:

C,=R-—{-2;2}

Y 5 x—4 Factorizamos los dos

(x+2)(x—2) - (x + 2)? - denominadores.

Hallamos el m.c.m de los

(x+5)(x+2)—(x—4)(x—2):0

(x — 2)(x + 2)2 denominadores y

resolvemos la resta.

x P20 B 10 (x Az 2x 1 8] | Aplicamos distributiva en
(x—2)(x+2)2 - el numerador.

Multiplicamos ambos
x2+2x+5x+10—x>+4x+2x—8=0 miembros por
- 2 0
Agrupamos términos
13x+2=0 semejantes en el primer
miembro.

2

x:—ﬁ

hallamos como valor de la incégnita un nimero que se

@ (,Qué decision deberemos tomar si al despejar la ecuacion,

encuentra en el conjunto de validez?

2.2.6. Ecuacion de una circunferencia

En el capitulo de Geometria definimos a la circunferencia como el lugar
geométrico de todos los puntos del plano que estan a una misma distancia
(que llamamos radio) de un punto fijo (que llamamos centro). A partir de
esta definicion podemos determinar, analiticamente, una ecuacién que
represente a todos los puntos que estan sobre dicha circunferencia.
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Para encontrar esta ecuacién, consideremos primero una circunferencia
genérica de radio r y con centro en el punto C(0; 0), es decir, centrada en el
origen de coordenadas (Figura 1).

f

Y

C(0;0) T

Figura 1
La distancia entre el punto C y el punto P debe ser igual al radio r. Es decir,
d(C;P) =r

Como la distancia es la longitud de la hipotenusa del triangulo rectangulo,
aplicando Pitagoras,

NeEa

y elevando al cuadrado ambos miembros, llegamos finalmente a la ecuacién
buscada:

Sin embargo, podria ocurrir que la circunferencia tenga su centro en
cualquier punto del plano y no necesariamente en el origen de coordenadas.
Consideremos entonces un caso aiin mas genérico que el anterior (Figura 2),
una circunferencia con radio r y centro en el punto C(h; k):
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Figura 2

d(C;P) =r

La longitud de los catetos del triangulo rectangulo que qued6 determinado,
estara dada por la diferencia de las coordenadas homologas de los puntos P
y C. Aplicando nuevamente Pitagoras,

Ja—m2+ @ -k?=r

obtenemos la ecuacién general de una circunferencia de radio r y centro
C(h; k),

(x—h)?+ (@ —k?*=r?

,Cuantos puntos como minimo se necesitan para determinar
una circunferencia?

Ejemplo 9: Dada una circunferencia de ecuacion:

x kv Ay 6y — 17
(a) Identificar centro y radio.
Aqui nos conviene completar cuadrados, ya que la ecuacién no se parece a
ninguna de las dos expresiones halladas.
Como son dos variables, deberemos completar cuadrados en las dos y de
forma separada,

x2+y?—4x—6y=12
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o
e e L e
(x— 222 £ (y-3)y 3¢ 17
(x—2)2+(y—-3?%=12+4+9
x-2)  +tly -3 - 5
o e
Se trata de una circunferencia con centro en el punto (2;3) y radio 5.
(b) Indicar cudles de los siguientes puntos pertenecen la circunferencia
dada.
i Bi2: 1)

.

1

1 R (—2 ’E)
Verificar si los puntos pertenecen a la circunferencia, equivale a ver que
satifacen la ecuacion hallada. Entonces, solo debemos remplazar en la
ecuacion y ver si se cumple o no la igualdad:

i Bapel 0

e s el e e e L

entonces P no pertenece a la circunferencia.

il Para Q(0;3):

w - +a- vy (2 0 1

entonces Q no pertenece a la circunferencia.

ili Para R(—2;0):
(—2-2)2+(0-3)2=(-4)2+(-3)2=25 ¥

entonces, Q si pertenece a la circunferencia.
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Ejemplo 10: Hallar la ecuacion de la circunferencia que,

(a) Esta centrada en el origen de coordenadas y tiene radio 4.
En este caso, es muy sencillo determinar la ecuaciéon buscada ya que, al
tener centro en el origen de coordenadas, utilizaremos la expresion,

(b) Esta centrada en el punto (—2;3) y tiene radio 5.
El centro de la circunferencia esta desplazado, respecto del origen de
coordenadas. Entonces, debemos utilizar la expresion,

x-h +tO -k -1
con h= -2,k =3yr =5 nos queda al sustituir,

(x-(-2))+0y 3) = b2

o i, s
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2.2.7. Circunferencia trigonométrica

En este apartado reuniremos una serie de conocimientos y herramientas que
nos seran de gran utilidad para resolver ecuaciones trigonométricas.
Empecemos por definir algunos conceptos.

Circunferencia unitaria

Se llama asi a la circunferencia de radio 1 y centrada en el origen de
coordenadas (Figura 3):

|

b
o
(=1
E-r”

-1

Figura 3

La ecuacidén de la circunferencia unitaria sera:

Si sobre la circunferencia unitaria consideramos un punto P(x;y) del
cuadrante I'y construimos con 0(0; 0) un triangulo rectangulo (el radio es la
longitud de la hipotenusa) (Figura 4):

yn

-1

Figura 4
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podemos observar, segiin vimos en el capitulo de trigonometria, que:

cat.op 'y
hip 1

sena =

Es decir, en la circunferencia unitaria, el seno del angulo a estara dado por
la altura del triangulo, y coincide con la coordenada en y del punto P.

cat.ady

X
cosa = —=X
1

hip

De manera analoga, en la circunferencia unitaria, el coseno del angulo a
estara dado por la base del triangulo, y coincide con la coordenada en x del
punto P.

Para encontrar la tangente de a, podemos aplicar la 1dentidad
trigonométrica

Recordemos que en el capitulo de trigonometria obtuvimos el seno, coseno y
tangente de los angulos fundamentales. En el siguiente cuadro resumimos
los valores alli encontrados.

a sina cosa tana

o
o

leélo

V3

o l\JIb—\NléIN|$| -

no existe

NS w3 |
_ NléIlel N =

., Como podriamos obtener la secante, cosecante y cotangente
de los angulos fundamentales?
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Es importante remarcar que hasta aqui hemos trabajado con angulos

ubicados todos en el primer cuadrante (Figura 5).

Figura 5

Sin embargo, si “desplazamos” el punto P por el resto de la circunferencia,
tendremos angulos que no estan en el primer cuadrante. Entonces, las
coordenadas del punto P tomaran en algunos casos valores negativos, es
decir, las funciones trigonométricas en el resto de los cuadrantes no

siempre son positivas o cero (Figura 6):
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Cuadrante I 1 Cuadrante I'I 1
—
e | 0 1 @
senoa >0 sena >0
cosa>0 1 cosa<0 —1
tan o > 0 tan x < 0
A v
Cuadronte 111 : Cuadrante IV 1
o
- S
1 x -1 1
sena<o Sena<0 P(x:y)
cosa<@ cosa>0
tana>0 tana <0

Figura 6

Veamos a continuacion como podriamos deducir el seno, coseno y tangente
de algunos angulos que no estan en el cuadrante I pero que se relacionan,

. , , : 5 4 3
por simetria, con los angulos fundamentales. Por ejemplo: LN (P
5 11

3T T 2T .

. 5
L. Seno, coseno y tangente de ST

S1 descomponemos el angulo a través de la siguiente resta,

5 .,

podemos hallar el seno, coseno y tangente de o relacionandolo con el seno,
s ,

coseno y tangente de - Para ello representemos ambos angulos en la

circunferencia unitaria (Figura 7) y observemos que el punto P para ambos
arcos tiene la misma coordenada en y (seno del angulo) pero las coordenadas
en x (coseno del angulo) son opuestas:
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Figura 7

Entonces,
a sena cosa tana
i 1 V3 V3
6 2 2 3
5_ 1 V3 V3
6 2 2 3

.. 4
1. Seno, coseno y tangente de 3T

Procediendo de forma analoga a la ya realizada y descomponiendo el angulo

a través una suma,

4 3 N 1 N /4
3" 3T T3t Ty
nos queda,
a sena cosa tana
T V3 1
5 — = 3
3 2 2 V3
4 1
4 _V3 -z V3
2 2
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3
iii.  Seno, coseno y tangente de ST

3_2+1_+1't
T =t T =Ty

Nuevamente, si nos apoyamos en la representaciéon grafica de ambos
angulos (Figura 8), podemos ver que el punto P para ambos arcos tiene

opuestas las coordenadas en y (seno del angulo) pero la misma coordenada
en x (coseno del angulo):

z -1
Figura 8
Quedando asi,
a sen«a cosa tana
7T .
5 1 0 no existe
3 ,
3 T -1 0 no existe

Con estas relaciones se construye asi la llama circunferencia
trigonométrica (Figura 9), que nos brinda de forma abreviada las
relaciones arriba estudiadas. Cada punto representado sobre la
circunferencia tiene como primera coordenada al coseno del angulo y como
segunda coordenada al seno:
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Figura 9

2.2.8. Ecuaciones trigonométricas

En una ecuaciéon trigonométrica, la incégnita aparece en el argumento de
una o varias expresiones trigonométricas. Como la incégnita es un angulo,
las soluciones, de existir, pueden presentarse en uno, dos e incluso en los
cuatro cuadrantes y ademas repetirse en todas las vueltas que podemos dar
(jque son infinitas!) En este apartado nos bastara con encontrar la o las
soluciones comprendidas entre 0° y 360° (entre 0 y 2m).

Para resolver este tipo de ecuaciones, haremos las transformaciones
necesarias para trabajar con una sola funcion trigonométrica y para ello
utilizaremos las identidades trigonométricas fundamentales:
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Ejemplo 11: Resolver las siguientes ecuaciones trigonométricas con 0 <

a<?2n

(@)

1
sen’x — cos*x = 9

i
1—c0s2x—coszx=§
= - —1
cos?x = =
.
cos’x = —3

il

=

cos?x =2

e
cosx| = |7

cosx=1/2 p

GOSN i i

4 =5
3 3

(b)

—3senx + cos’x =3

dieiy 11 sen
sen’x+3senx+2=0

.

3fVv3E 4.1 9
i
3+V/9-8 3+1
2 . >

]

Vo

Yio —

il

2 0 ]

z %

senx =1

=
I
N| ]
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Segun la identidad
trigonométrica fundamental:

sen’x + cos’x = 1

S1 despejamos nos queda que,

2

sen’x = 1 — cos’*x

S_{n_z _4 _5 }
" 13’3 3”3t

Despejamos coseno de la
1dentidad
fundamental:

trigonométrica

2

cos’x =1 — sen’x

Sustituyendo por y = sen x

Utilizando la formula resolvente

Descartamos el valor y = 2 ya que
la funcién coseno esta acotada
entre 1 y —1 (analizado en el
proximo capitulo).




(c)

tanx:-senx+cosx—1=0

senx
senx+cosx—1=0

cos X
sen? x

+cosx—1=0
CcoS X

sen? x + cos®x

CoS x
sen® x + cos?x = cos x

1 — cos x

e e

sen x

Sustituyendo por tanx = -

Sacando m.c.m de los denominadores

Aplicando la identidad
trigonométrica
sen®x + cos?x = 1

(d)

4tan’x = 3sec’x Sustituyendo por :
senz X 1 2 sen? x

: iy tan“ x = )
cos? x cos? x cos? x

4een . 2 y

3
sen®x = — . 1
. = .
jsenx| = |2
e A
- . 3
senx = = 0 senx = 5
T 4 2 5
- - i = TiidiiE2Eiis
x—§ (0] x—§n (0] x—§T[ o x—§n S:{g;gn;gn;gn}
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2.3. Sistemas de Ecuaciones

Supongamos que necesitamos hallar el valor de mas de una incognita, que a
pesar de ser desconocidas disponemos de algunos datos que las relacionan.
Como en la siguiente situacion:

“Tiziano pagé en total $320 por la compra de una lapicera y 4 cuadernos
iguales. En la misma libreria, Marcela compro los mismos articulos que
Tiziano, pero llevé una lapicera y 2 cuadernos. Si Marcela pagé $180
scual es el precio de la lapicera y de cada cuaderno?”

Primero necesitariamos encontrar una expresiéon que represente las

13

relaciones establecidas. Como tenemos dos incognitas, llamaremos x: “al

precio de la lapicera” e y: "al precio del cuaderno”.

Con respecto a Tiziano nos queda

x+4y =320
Con respecto a Marcela

x+ 2y =180

Resolver este problema equivale a encontrar los valores de x e y que verifican
ambas ecuaciones lineales, determinando asi un sistema de ecuaciones
lineales (SEL) que escribiremos:

{x+4y=320

x+ 2y =180

Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas es toda
expresion de la forma:

{all-x+a12-y=b1
Az - X+ azy =b,
donde ayq,a,,,051,a,, Son niimeros reales llamados coeficientes del

sistema y by,b, son numeros reales llamados términos
independientes del sistema.
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2.3.1. Métodos de resolucion de un SEL

Si bien existen numerosos métodos de resolucién, para resolver el SEL
obtenido en el apartado anterior nos conviene (ya que el primer término es
1gual en ambas ecuaciones) aplicar el método de reducciéon por sumas y
restas.

Este método consiste en reducir alguna de las ecuaciones, a través de sumas
o restas, con el objetivo de eliminar términos y obtener asi una ecuaciéon mas
sencilla, en la que podamos despejar una de las incognitas.

En este caso reduciremos restando las dos ecuaciones entre si:

x+4y = 320
x + 4y = 320 _
x+2y = 180
x+2y =180
2y = 140

Este procedimiento nos permitié obtener una nueva ecuacién, con una sola
incégnita, sencilla de despejar. De ella obtenemos

y = 70

Para hallar el valor de x podemos sustituir el valor de y en cualquiera de
las dos ecuaciones de nuestro sistema, ya que en las dos deberia verificarse
el valor encontrado. Por ejemplo, si sustituimos en la segunda:

x +2-(70) = 180
resulta
x = 40

No debemos olvidar verificar la solucidon encontrada en las dos ecuaciones
del SEL:
40+4-70 =40+ 280 = 320 v

404+2-70=40+140 =180

Como hemos encontrado una unica solucién para cada incognita, el conjunto
solucion del sistema esta formado por un #nico par ordenado:

S = {(40;70)}|

Es decir, la lapicera cuesta $40 y cada cuaderno $70.
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Supongamos otra situacién, pero en la que debamos aplicar algunos
conceptos de geometria vistos oportunamente:

Dado un triangulo rectangulo. Si sabemos que uno de sus angulos
agudos es 12° mayor que el otro, ;podriamos averiguar cuanto miden
dichos angulos?

Al tratarse de un triangulo rectangulo, la suma de estos dos angulos es igual
a 90°, entonces escribimos
x+y=90

Como uno de los angulos es 12° mayor que el otro, nos queda

y=x+12
Resultando el siguiente sistema de ecuaciones:

x+y =90

y =x+12

En este caso, nos conviene aplicar el método de sustitucion. Consiste en
despejar una incégnita de cualquiera de las ecuaciones y sustituir la
expresion obtenida en la otra ecuacion.
Por este motivo aprovecharemos que en la segunda ecuacion ya tenemos
despejada la incégnita y:

y =x+12

Solo nos restara realizar la sustitucion en la primera ecuacion:

x+(x+12) =90
2x =178

Sustituyendo nuevamente,

y =(39)+12

Verifiquemos la solucién encontrada en las dos ecuaciones del SEL:
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394+51=90

51=394+12

Nuevamente encontramos un tnico valor para x y un Unico valor para y. El
conjunto solucion esta formado por el siguiente par ordenado:

1S ={(39;51)}

Es decir, los angulos miden 39° y 51°.

Para introducir el illtimo método analitico que abordaremos en este capitulo,
analicemos la siguiente situacion:

“Si tenemos un niimero que excede en 12 unidades a otro; y al restarles
4 unidades a cada uno de ellos, el primero duplica al segundo. ;Cudles
son esos dos niimeros?

Un niimero que excede en 12 unidades a otro,
x=y+12
Al restarles 4 unidades a cada uno de ellos, el primero duplica al segundo,
X—4=2(y—4)
Ordenemos esta ultima ecuacion,

x=2y—8+4
x=2y—4

El sistema de ecuaciones a resolver resulta,
x=y+12
x=2y—4
En este caso nos conviene aplicar el método de igualaciéon. Consiste en

despejar la misma incégnita de ambas ecuaciones e igualar las expresiones
obtenidas.
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Como en este caso ya tenemos despejadas la misma incognita en las dos
ecuaciones, solo nos queda igualar las expresiones del segundo miembro de
cada una de ellas:

y+12 =2y —4

Sustituyendo nuevamente, en cualquiera de las dos ecuaciones, por ejemplo,
al sustituir en la primera:

x =(16)+ 12

El conjunto solucion esta formado por el siguiente par ordenado:

S = ((28;16)}|

Los dos numeros buscados son 16 y 28.

Hasta aqui hemos hecho una primera aproximaciéon de los métodos
analiticos mas comunes para resolver sistemas de ecuaciones, que en los
proximos ejemplos seguiremos profundizando.

Ademas, en las distintas situaciones que abordamos nos encontramos con
tres sistemas que tenian una unica solucién. Es importante senalar que esto
no siempre sera asi.

Todo SEL puede tener unica, infinitas o ninguna solucién y se clasifica,
segun sea el caso, en:

Compatible Compatible .
) ) ) Incompatible
determinado indeterminado
) .. ., Tiene infinitas .,
Tiene Gnica soluciéon . Carece de solucion
soluciones

Los tres sistemas que hemos resuelto son entonces compatibles
determinados. En los préximos ejemplos profundizaremos en los métodos
aqui presentados y estudiaremos otros casos.

100



Ejemplo 12: Dados el siguiente sistema de ecuaciones lineales,
2x+4y =2
resolverlo por el método de sustitucion

X6y =

El método de sustitucion consistia en despejar una incognita de
cualquiera de las ecuaciones y sustituir la expresion obtenida en la otra
ecuacion. En este ejemplo como ninguna de las incognitas esta despejada,
elegiremos la mas sencilla,

X 6y = ]
= By

)

La expresion obtenida para x de la segunda ecuacién debemos sustituirla,
en la primera:

...
Apliquemos propiedad distributiva y despejemos:

-
—8y = 16

Solo nos queda sustituir nuevamente este valor hallado, en la ecuaciéon (*),
con el fin de encontrar el valor de x:

o
X =5

Es importante realizar el proceso de verificacion ya que los valores
hallados deben verificar todas las ecuaciones del sistema,

s

e .
Finalmente podemos escribir el conjunto solucion:

5167
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Como existe un unico valor para x y un unico valor para y se trata de un
sistema compatible determinado.

2.3.2. Interpretacion geométrica de un SEL compatible determinado

Observemos, a partir del ejemplo anterior, que cada una de las ecuaciones
del sistema dado, es la ecuacion general o implicita de una recta en el plano.
Podemos interpretar geométricamente que, encontrar la soluciéon de este
sistema es encontrar los puntos (x,y) que tienen en comun las rectas
determinadas por estas dos ecuaciones.

Despejando y en ambas ecuaciones nos queda:

( 1 1
2x+4y =2 !y= 2 3%
~X—6y =7 L __7_1

Y =76 6"

Grafiquemos juntas las dos rectas determinadas por las ecuaciones del
sistema:

Figura 10

Como las dos rectas son secantes, tiene un tinico punto en comun,

S ={(5-2)}
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Ejemplo 13: Dados el siguiente sistema de ecuaciones lineales,

2x+4y =2
resolverlo por el método de igualacion
B 1D

El método de igualacion consistia en despejar la misma incognita de las
dos ecuaciones e igualar las expresiones obtenidas. Podemos despejar
cualquiera de las dos incognitas, por ejemplo, s1 despejemos x:

2x +4y =2 mbOr e 12y =
2x =2—4y =
2—4y 74 12y
. -

7
=2

A continuacién, debemos igualar ambas expresiones y obtener asi, una
Unica ecuacién con unica incégnita:

7
1—2y=—g—2y

Despejando

Sin embargo, podemos notar que no existe ningin numero real que

FHHE i : . ’,
multiplicado por cero nos dé como resultado - Cualquier ntimero real

que propongamos para y, al multiplicarlo por cero, nos quedara esta
igualdad:

0=—-—  Absurd
C surdo

El sistema de ecuaciones carece de solucion, entonces, el conjunto
solucion no tiene elementos. Se dice que es vacio y se escribe,

S=0

Se trata de un sistema incompatible.
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2.3.3. Interpretacion geométrica de un SEL incompatible

Notemos que en el Ejemplo 13 las ecuaciones del sistema deben
corresponderse con rectas del plano que NO tengan intersecciéon. Podemos
Interpretar geométricamente que se trata entonces de dos rectas paralelas.
Despejemos ambas ecuaciones y grafiquemos para comprobar esta idea:

1 1

{ 2x +4y =12 y=3732%

—6x—12y =7 l __ 71
Yy =712 2%

Graficamente;

Figura 11

El SEL esta determinado por dos ecuaciones que representan dos rectas
paralelas, y al no tener ningin punto en comun la intersecciéon es
inexistente. Es decir, S =0

@ (,Como justificarias, sin hacer cuentas, que el siguiente SEL:
x+y=2

es incompatible?
x+y =7
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Ejemplo 14: Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales,

2x+4y =2
,resolverlo por el método de reduccion por sumas y restas
B 1 b

El método de reduccion por sumas y restas es uno de los métodos mas
utiles cuando tenemos mas de dos ecuaciones. Como ya explicamos,
consiste en reducir ecuaciones, anulando términos de la misma para
obtener asi ecuaciones mas sencillas y despejar de estas las incégnitas.

Para ello tenemos dos operaciones permitidas:

o Multiplicar una ecuacion por cualquier numero real, distinto de
cero.
e Sumar (o restar) dos ecuaciones entre si.

Por ejemplo, si multiplicamos la segunda ecuacion por 1/3 lograriamos
que el coeficiente de x de la primera ecuacion y el de la segunda sean
opuestos. Entonces al sumar las ecuaciones entre si, estos dos términos
se anularian mutuamente (reduciendo asi la ecuacion).

1
5 X (—6x — 12y = —6)
e

Podemos reemplazar la segunda ecuaciéon del SEL por la que acabamos de
obtener y aunque el sistema sea diferente, el conjunto solucion es el
mismo. Se dice que son sistemas equivalentes:

2x +4y =2 2x+4y =2

=hie= [0 - L s

S1 sumamos del ultimo SEL las dos ecuaciones, miembro a miembro, nos

queda:
2x +4y =2
+
. s
e P by & 0

El procedimiento anterior nos permite obtener siempre sistemas
equivalentes, pero mas sencillos.
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Hemos obtenido asi, a través de las operaciones permitidas tres SEL
equivalentes y por supuesto, nos quedaremos con el ultimo para resolver
el ejercicio:

2x +4y =2 2x +4y =2 2x +4y =2

sy e ]2y = ey 2y dy = ) Ox+0y =0
Notemos que la segunda ecuacion (del tltimo sistema) se verifica con
cualquier nimero real. Es decir, existen infinitas soluciones que verifican
dicha ecuacion, pero no nos brinda ninguna informacién respecto a la

relacion que existe entre las incognitas. Solo nos resta, entonces, una inica
ecuacion en el sistema para analizar:

2x +4y =2
Despejando una de las incognitas en funcion de la otra,

2 4y
=

De esta manera, y puede tomar cualquier ntimero real, pero x solo podra

X

tomar los valores dados por la expresion obtenida.

Cuando el sistema tiene infinitas soluciones, también es posible verificar
la expresion encontrada, remplazandola en todas las ecuaciones del
sistema como haremos a continuacion:

2 1 2y iy 1 Ly

—6-(1-2y)—12y =-6+12y—12y=—-6

El conjunto solucion del sistema de ecuaciones lineales en este caso
tiene infinitas soluciones posibles y se escribe,

e

Diremos que se trata de un sistema compatible indeterminado.
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2.3.4. Interpretacion geométrica de un SEL compatible
indeterminado

En el Ejemplo 14 las ecuaciones del sistema dado deben corresponderse con
rectas del plano que se intersequen en infinitos puntos. Pero esto solo puede
ocurrir si se trata de la misma recta. Es decir, podemos interpretar
geométricamente que se trata de dos rectas coincidentes:

( 1 1
{ 2x+4y =2 y = E_Ex
—6x—12y = —6 _1 1
Yy =227

Graficamente;

Figura 12

El SEL esta determinado por dos rectas idénticas, entonces tendran sus
infinitos puntos en comun. S ={(1—-2y; y) /y € R}

(S1 alguna de las ecuaciones del SEL es de la forma 0x = b,
este podria ser compatible determinado?
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Ejemplo 15: Interpretar grdaficamente para qué valores de ay b el siguiente
sistema es compatible determinado:

y—ax =5
{4x —b=y
S1 ordenamos convenientemente el sistema de ecuaciones nos queda:
y=ax+5
{y =4x—b

El SEL sera compatible determinado cuando las rectas, que representan
cada una de las ecuaciones del sistema, sean secantes. Es decir, cuando
tengan distinta pendiente. Esto ocurre cuando los coeficientes de x son
distintos. Sin importar, en este caso, el término independiente (ya que este
ultimo no modifica la pendiente de la recta).

Finalmente, el SEL resulta compatible determinado para:

la* 4y beR|

Ejemplo 16: Interpretar grdficamente los valores de a y b para que el
siguiente sistema sea incompatible:

3x+y=-1
{ ax— b=y
Si ordenamos nuevamente el sistema:
-
{ y=ax—b

El SEL resulta incompatible cuando las rectas, que representan cada una
de las ecuaciones del sistema, son paralelas. Es decir, tienen la misma
pendiente y ningun punto en comun. Esto ocurre cuando los coeficientes
de x son iguales y los términos independiente distintos:

la=-3y b=1|
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Ejemplo 17: Hallar analiticamente los valores de a y b para que el
siguiente sistema sea compatible determinado:

{ax+3=y

2x—- by

Se trata del Ejemplo 16, pero tenemos que buscar una estrategia diferente
para resolverlo. En este tipo de problemas, con parametros, nos convendra
buscar un sistema equivalente al dado, pero mas sencillo.

{ax—y=—3
2 v h

Para ellos, debemos reducir términos, restando ambas ecuaciones,
miembro a miembro,

ax =y = =4

2x — v = b
(@a—2)x + 0y = -3-b

{ax—y=—3 { ax—y=-3

2Zx ~y—bh (a—2)x = -3-b

Nos interesara analizar en el iltimo sistema hallado, aquellos valores que
hacen cero el coeficiente de la incognita x:

e Sia= 2el SEL nos queda,

{ 2 V= 0

Oy = —3—Dh

Como hemos visto en ejemplos anteriores, si el coeficiente de una ecuacion
es cero, esta solo puede tener:

e Infinitas soluciones: si el término independiente también es cero. Es
decir, st b = —3

e Ninguna solucion: si el término independiente no es cero. Es decir,
sib+ -3
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e Si a+ 2 el SEL resulta siempre compatible determinado, sin
importar el valor que tome b ya que este ultimo no modifica los
coeficientes del sistema.

Finalmente, el SEL resulta compatible determinado para:

la# 2y beR|

2.4. Aplicaciones fisicas

Las ciencias naturales, en particular la Fisica, parten de la observacion de
un fenémeno, y su objetivo es encontrar las leyes que lo gobiernan. Para esto
se valen de modelos, es decir, descripciones simplificadas de dicho fenémeno,
que en ocasiones nos permiten describir un estado de un sistema mediante
herramientas matematicas.

Para ello, generalmente es necesario efectuar hipétesis que simplifiquen la
situacion y nos permitan modelizar el fendmeno a través de un nimero finito
de parametros y variables involucradas.

La historia de la ciencia es testigo de las variaciones de los modelos a lo largo
del tiempo. Donde antiguamente se hablaba de éter como un medio invisible
para las transformaciones fisicas, hoy utilizamos el concepto de vacio. Antes
de Einstein, el tiempo era un parametro absoluto. La Fisica cuantica da
lugar a un nuevo paradigma, pero eso no significa que la mecanica clasica
se descarte. Al dia de hoy, seguimos estudiando los fendmenos macroscopicos
mediante las leyes de Newton. Y esto es asi porque el modelo de la mecanica
clasica representa de forma adecuada a estos fendmenos.

En general, un fenémeno se traduce en un modelo fisico, y este a su vez en
un modelo matematico. Es en este punto donde las ecuaciones y los sistemas
de ecuaciones nos ayudan a encontrar, entre otras cosas, un estado final para
el modelo, con parametros conocidos y variables que pueden depender de
estos y entre si.

La segunda Ley de Newton, por ejemplo, nos dice que la fuerza neta aplicada
sobre un cuerpo sera proporcional a la aceleracion que adquirira dicho
cuerpo. Esta descripcion, sumamente importante para la Fisica, puede ser
traducida mediante un modelo matematico, a partir de la ecuacién,

F=m-a
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donde tanto la fuerza como la aceleracién seran magnitudes vectoriales, y la
masa sera la constante de proporcionalidad entre ambas magnitudes.

Otra ecuacion relativamente sencilla, pero muy importante en la Fisica es
la ley de Ohm, que nos indica que la diferencia de potencial V a la que es
sometido un conductor, sera proporcional a la corriente I que circula por
dicho conductor. En este caso, la constante de proporcionalidad sera la
resistencia eléctrica del material conductor.

V=R-I

La Ley de los Gases Ideales, una de las leyes mas conocidas de la Quimica,
es una ley empirica que tiene sus bases en la ley de Boyle, que relaciona el
volumen ocupado por un gas en un recipiente cerrado y la presiéon que dicho
gas ejerce sobre el recipiente. Esta ley, ademas, incorpora una tercera
variable que es la temperatura y nos permite tener un modelo para un gas
1deal.

p-V=n-R-T

En este caso, R es una constante de proporcionalidad, p sera la presiéon
ejercida por el gas, V el volumen ocupado, n el niumero de moles del gasy T
la temperatura en grados Kelvin. A la constante R se la conoce como
Constante Universal de los Gases Ideales.

En algunas oportunidades, los fendémenos pueden estar aislados, es decir,
nos puede interesar conocer la aceleracién que adquiere un cuerpo al ser
sometido a una fuerza neta. Pero en otros, los fendmenos a observar ocurren
sobre un conjunto de elementos, y en estos casos necesitaremos recurrir a
los sistemas de ecuaciones.

Cuanto mayor sea la cantidad de elementos del sistema fisico, y cuanto mas
compleja sea la relacién entre las variables de dicho sistema, mayor sera la
dificultad a la hora de analizar el comportamiento del fenémeno. En algunos
sistemas sencillos, donde las variables se relacionan en forma lineal y
contamos con pocos elementos, podremos ser capaces de predecir el
comportamiento del sistema con alguno de los métodos vistos. A medida que
aumenta el nimero de elementos, o las relaciones matematicas de las
variables son mas complejas, la resolucion se dificulta. En la realidad,
muchas veces debemos recurrir a métodos computacionales con soluciones
aproximadas, y en algunos casos, no existen métodos con la capacidad de
calculo suficiente para la resolucion.
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2.4.1. Ecuacion Horaria

Una de las primeras ecuaciones que trabajaremos es la ecuacién horaria.
Este tipo de expresion nos muestra como varia la posiciéon de un moévil para
un instante de tiempo determinado, por lo que estos pardmetros también
suelen tomar el nombre de variables.

Una ecuacién horaria es una ecuaciéon que necesariamente debe contener
como incognitas la posicion (x) y el tiempo (t).

Existen dos movimientos, conocidos como Movimiento Rectilineo Uniforme
(MRU) y Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado (MRUYV).

En este apartado, veremos algunas de las ecuaciones que los caracterizan.
Es importante desatacar que, si bien en nuestras ecuaciones apareceran
magnitudes vectoriales como la posicion y la velocidad, trabajaremos
siempre en una direccién, por lo que nuestro tratamiento sera escalar.

2.4.2. Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU)

Caso de un movil que se desplaza en linea recta a velocidad
constante.

Ejemplo 18: Supongamos que el dia es ideal para hacer una salida al
campo. Para ello nos subimos a un auto y vamos por una ruta recta y sin
obstaculos, mantenemos una velocidad de 100 km/h y recién nos detenemos
a las dos horas. ;Qué distancia hemos recorrido?

Casi intuitivamente responderiamos 200 km. Nuestra intuicién no ha
hecho méas que resolver la siguiente operacion:

km
distancia recorrida = 1007- 2h = 200km

(Pero qué tal si quisiéramos tener una expresion que nos permita saber la
distancia recorrida para cada tiempo de conducciéon en estas condiciones?
La ecuacion que representaria esta situacion seria:

km

d =100
h

te

.Y si quisiera saber cuanto tiempo deberemos manejar para recorrer
450 km?
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Pues en esa situacion deberemos despejar la incoégnita que nos interesa,
en este caso el tiempo.

P .
= th = tC—W
1OOT
450 km
t.e—— 458
100T

Para un caso general con una velocidad constante v cualquiera en la
direccién del recorrido, tendremos:

d-—-1

i km - . .
En este caso utilizamos —— como unidad de velocidad, km como unidad de

distancia y h como unidad de tiempo. Es mas habitual en Fisica utilizar el
§ § & § . m &
sistema internacional de medida, con la velocidad en — » M como unidad

de distancia y el s como unidad de tiempo.

Sin importar qué conjunto de unidades utilicemos, lo importante es que
sean compatibles, ya que la validez de nuestros resultados dependera de
eso0.

Ejemplo 19: Ahora compliquemos un poco mas las cosas. Para llegar a
nuestro ansiado destino campestre vamos a partir del kilometro 180 de
nuestra ruta recta y despejada, a las 8:00 AM, y vamos a manejar a una
velocidad de 80 km/h en direccion a nuestro destino, al que llegaremos a
las 11: 00 AM. ;En qué kilometro de la ruta nos encontraremos al finalizar
el recorrido, st la numeracion de la ruta es creciente?

En este caso tenemos una posicion inicial, un tiempo de partida y un
tiempo de llegada. La velocidad sigue siendo constante. Si usamos la
ecuacion vista anteriormente podriamos calcular una distancia y sumar
ese kilometraje a la posicion inicial, quedando:

Xx=xtd=x tv:t

No tenemos el dato del tiempo de conduccion, pero podemos calcularlo
restandole al tiempo de llegada, el de partida.
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xf=xi+v-(tf—ti)

Donde x; y t; son constantes y representan la posicién y el tiempo iniciales
respectivamente, v es la velocidad constante, y x¢ y t; seran las variables
que caracterizan a nuestra ecuacion horaria del MRU, a la que también se
la puede escribir como:

L

Para responder a nuestra pregunta original reemplazaremos los datos del
problema:

km
x; = 180km + SOT- (11h — 8h) = |420km

Nuestro destino se encuentra en el kilémetro 420 de la ruta.
Para nuestro problema particular, si queremos una ecuacién horaria que
nos permita calcular la posicion para cualquier tiempo, tendremos:

km
xp = 180km + 80— (t — 8h)

Ejemplo 20: Se termino nuestro dia de descanso y debemos volver a casa,
retornamos por el mismo camino y a la misma velocidad. Si manejamos
durante una hora antes de parar en una estacion de servicio ;En qué
kilémetro de la ruta se encuentra la estacion?

Ahora nuestra posicién inicial no es el kilémetro 180, sino el 420, y como
tenemos como dato el tiempo transcurrido, asumiremos un tiempo inicial
igual a cero, entonces escribimos

km
Xf = 420km + 807- 1h = 500km

(Tiene sentido este resultado? jLa respuesta es no!

Recordemos que cuando iniciamos el viaje por la manana en el kilometro
180, la ruta fue aumentando su numeracion hasta llegar a nuestro destino
en el kilometro 420. Si estamos volviendo desde alli, lo esperable es que
estemos en un lugar entre el kilometro 180 y el kilometro 420. ;/Qué fue lo
que ocurri6? No tomamos en cuenta nuestro sistema de referencia, en este
caso la ruta.
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Como el sentido de nuestro sistema de referencia es positivo hacia el
campo, la velocidad a la vuelta debe ser opuesta. Es decir, negativa (—80
km/h).

Siempre deberemos elegir un sentido positivo para el sistema de
referencia. De esta manera, si el movimiento coincide con ese sentido, la
velocidad sera positiva, cuando el movimiento se opone, la velocidad sera
negativa.

,Esto quiere decir que hay dos ecuaciones horarias para el MRU? No. La
ecuacion es unica, pero el signo de la velocidad dependera del
sistema elegido.

En este caso la eleccion es sencilla, ya que el sentido creciente de la
numeracion de la ruta nos da el sentido positivo del sistema de referencia.
Entonces nos quedara:

km
x; = 420km + (—80 T) 1h

Es decir, que la estacién de servicio se encuentra en el kilometro 340 de
nuestra ruta ideal.

2.4.3. Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado (MRUYV)

Caso de un movil que se desplaza en linea recta con velocidad
uniformemente variada.

Este caso quedara representado por la siguiente ecuacién horaria:

1
x=xi+v0-(t—ti)+5a-(t—ti)2

Vemos que tenemos nuevamente las variables x y t, pero ahora la velocidad
no es v, sino v,, que es la velocidad inicial, y aparece un término cuadratico
y un coeficiente a, que corresponde a la aceleracién constante.

En este tipo de movimiento, no cambia solamente la posicion del movil,
también varia su velocidad. Esa variacion de la velocidad se puede
representar mediante otra ecuaciéon horaria, que describe como cambia la
velocidad a medida que transcurre el tiempo. En este caso, las variables
seran vy t:

v=v0+a-(t—ti)|
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donde v, es la velocidad inicial, v sera la velocidad para un instante t y a la
aceleracion constante. Las unidades de a seran de distancia dividida por

. m .
tiempo al cuadrado, en general se usa = que corresponde al sistema

internacional.
Nuevamente, debemos recordar que todas las unidades deberan ser

compatibles para obtener resultados validos, por lo que es aconsejable pasar
todo al SI de medidas.

Ejemplo 21: Un tren se mueve a una velocidad de 30 m/s y debe reducir
su velocidad a 20 m/s antes de alcanzar un puente. Si demora para ello 5
segundos, ja qué distancia se encuentra el puente?

En primer lugar, debemos ver con qué tipo de movimiento estamos
trabajando. Como hay una variacion de la velocidad podemos descartar el
MRU, ya que en ese movimiento la velocidad se mantiene constante. Eso
nos deja con el MRUV, asumiendo que la velocidad varia por la accién de
una aceleraciéon constante.

Ahora veamos qué nos pide el problema y de qué datos disponemos. Nos
preguntan una distancia recorrida, que sera la diferencia entre nuestra
posicion inicial y nuestra posicion final. Para ello podemos usar

1
x=xi+v0-(t—tl-)+§a-(t—ti)2

,Qué datos tenemos?

Podemos asumir que x; = 0m, dado que queda a nuestro criterio la
eleccion del sistema de referencia. En este caso, elegiremos un sistema de
referencia positivo en el sentido de movimiento del tren y con origen en la
posicion que tiene este al instante de aplicar los frenos. Otro dato es v, =
30 km/h y el sentido del movimiento coincide con el sistema de referencia,
por lo que su signo sera positivo.

Con la expresion, t —t;, se hace referencia al tiempo trascurrido para
variar la velocidad de 30 km/h hasta 20 km/h, que segun los datos del
problema es de 5s.

Lo unico desconocido para poder calcular xf, es el valor de la aceleracion.
Pero tenemos una forma de calcular esa aceleracion, y es a través de la
segunda ecuacion horaria del MRUV:

v=vy+a-(t—t;)
Para una velocidad final de 20 m/s nos queda:
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m m
20—=30—+a-(5s)
S S

m m
a= 20?—30?
5s

, M
a
SZ

El signo de la aceleracién, opuesto al de la velocidad, nos dice que la
aceleracion le quita al valor absoluto de nuestra velocidad 2 m/s por cada
segundo en el que actie. Es decir, en 5 segundos, la aceleracion le quita 10
m/s a dicha magnitud. Por lo cual se reduce de 30 m/s a 20 m/s.

Ya tenemos el valor de la aceleracion, por lo que solo nos queda
reemplazarlo en la primera ecuacion horaria del MRUV

m 1 m
x=0m+30?-55+§(—28—2)(55)2=150m—25m=

Es decir, que el tren debe recorrer una distancia de 125 m durante 5s para
poder disminuir su velocidad de 30 m/s a 20 m/s, con una aceleraciéon de
—2m/s?. El puente se encuentra a 125 m.

2.4.2. Encuentro

En este tipo de problema, se busca determinar una posicién y un momento
en el que dos moviles se encuentran durante sus trayectorias.

Ejemplo 22: Recordemos nuestra escapada al campo: partiamos del
kilometro 180 de la ruta a las 8:00 AM y manejabamos a una velocidad de
80 km/h. Supongamos ahora que un amigo, Patricio, tuvo la misma idea,
sale de la ruta un poco mas adelante, en el kilometro 240, a las 9: 00 AM y
maneja a una velocidad constante de 100 km/h. ;Nos encontraremos en el
camino?

En ambos casos, estamos en una situacion de MRU. Tomaremos el mismo
sistema de referencia, recordemos que era la ruta, y plantearemos
nuestras ecuaciones horarias, para hallar, en caso de existir, el par (x,,t,),
que nos dara la posicion y el tiempo en el que ocurre el encuentro.
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Para nuestro auto tenemos:

km

X = 180km + 80 5

(te s 8h)

Para Patricio:

km

xe = 240km + 100 —

(te - 9h)

Tenemos dos ecuaciones con las mismas dos incégnitas, por lo que podemos
resolver el sistema por alguno de los métodos vistos. En particular, dado
que ya tenemos despejada en ambas ecuaciones x,, el método de igualacion
parece ser el mas adecuado.

km
X, = 180km + 807- (t. — 8h)

km
X, = 240km + 1007- (t. —9h)

Como ya vimos, el método de igualacion consiste en despejar la misma
incognita de las dos ecuaciones e igualar las expresiones obtenidas. En
este caso igualaremos las expresiones de x, de ambas ecuaciones

km km
180km + 807- (t, — 8h) = 240km + 1007- (t. —9h)

Este procedimiento también nos permiti6 obtener una sola ecuacion con
una unica incégnita (t,). Despejamos su valor:

km km km km
180km + 807 5 8078!1 = 240km + 1007'153 = 10079h
km km km km
80—:t, —100—-t, = 240km — 100— - 9h + 80— - 8h — 180km
h h h h
km km
(807 — 100 T) t, = 240km — 900km + 640km — 180km
km
—207 g te = —ZOOkm
—200km
-

h

Mi amigo Patricio y yo nos encontraremos a las 10: 00 AM.
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Aun nos falta saber en qué lugar de la ruta ocurrira el encuentro. Para
ello, bastara con reemplazar en cualquiera de las dos ecuaciones horarias
el tiempo de encuentro hallado y despejar.

Si1 elegimos la que corresponde a nuestra posicion:

km
x, = 180km + 807- (10h — 8h) =

Significa que nos encontraremos a las 10 h en el km 340 de la ruta.
Antes de finalizar, es recomendable verificar que los valores de t, y x,
hallados verifiquen las dos ecuaciones del sistema,

km
340km = 180km + 807- (10h—8h) v/

km
340km = 240km + 1007- (10h—9n) v/

Podemos escribir el conjunto solucion del sistema de ecuaciones lineales

como el par ordenado:
S = {(10k; 340km)}

Ejemplo 23: Otros dos amigos han decidido que el dia era lo
suficientemente lindo como para encontrarse con nosotros. El primero de
ellos, Juan, no tiene auto, asi que se toma un micro en la terminal, que esta
en el kilometro 0 de la ruta, a las 7: 00 AM, y viaja hasta nuestro destino a
una velocidad constante de 80 km/h. El segundo, Daniel, sale del kilometro
220 también a 80 km/h, a las 8:30 AM. ;Nos encontraremos en el camino?

El planteo es similar al anterior, asi que veamos:
Encuentro con Juan:
km

h
km
X, = Okm + 807 (t.—7h)

x, = 180km + 80— - (¢, — 8h)

km km
180km + 807 : (te e 8h) = 807 (te = 7h)

km km
180km + 80 — - t, — 640km = 80— t, — 560km

h 5
(sokm sokm> .
h . 0
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km
OT ‘t, = —100km

Como vimos anteriormente, no existe ningin numero real que
multiplicado por cero nos dé como resultado —100. Por lo tanto, el conjunto
solucion del SEL es el conjunto vacio, por lo que el sistema es incompatible.

S=0

Esto implica que no nos encontraremos en ningin momento durante
nuestro viaje con Juan.

Encuentro con Daniel:

km
X, = 180km + 807- (t, — 8h)

km
X, = 220km + 807- (t. — 8,5h)

km km
180km + BOT- (t, — 8h) = 220km + 807- (t, — 8,5h)

km km
180km + 807- t, — 640km = 220km + 807 - t, — 680km

<80km 80km> t =0k

n R/«
km
OT-te=0km

Existen infinitos valores reales que puede tomar t, que satisfacen la
ultima ecuaciéon. Es decir que estamos ante un sistema compatible
indeterminado.

Para el problema fisico en particular que estamos estudiando, este
resultado quiere decir que nos encontraremos en todo el trayecto desde que
Daniel emprende el viaje, a las 8:30 AM, en el kilometro 220, hasta que
ambos llegamos a nuestro destino a las 11: 00 AM en el kilometro 420.

Si graficamos los segmentos de rectas que representan la relacién entre la
posicion y el tiempo para cada uno de los tres casos de encuentro, nos
queda:
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500

x(km)
450 {12, 25: 4201
(10,8:420) | (11;420)
400 Palricio /”
7 Daniel
350 (103 340) / 7

300 7
/ / /Iuan

250
. v d
(8,35 220/ 9; 240)
200

(8.5 220}/
150 /"

100 //
50 ,/
: h
. 7_0)/ t(h) -
7 8 9 10 11 12

Graficamente, para el sistema compatible determinado, los segmentos se
cruzan en un uUnico punto, para el sistema incompatible son paralelos,
mientras que para el sistema compatible determinado, los segmentos son

coincidentes.
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2.5. Actividades del capitulo

1. Encontrar, de ser posible, todos los valores de a € R para que las
siguientes ecuaciones tengan como solucion a x = 2.

@ ix—2+-x=a-*
4 2 4

(b) %x2—6+ax=—x2+9

2. Indicar para cada item la opcién correcta, justificando debidamente.
(a) E130% de un nimero sumado con su triple se expresa:
1) 3x 1) 3,3x 11) 33x 1v) 303x
(b) Sabiendo que un poste tiene la octava parte de su longitud bajo tierra, las
dos séptimas partes del resto bajo agua y sobresalen 2,5 m. La longitud del
poste sera:
1)3m 1) 3,5m 111) 4m iv) 5m

3. Tres socios se reparten ganancias por un total de $45000. Si al primero
le corresponde la mitad de lo que le corresponde al segundo y al tercero,
el triple de lo que le corresponde al segundo. ;/Cuanto dinero recibira
cada uno?

4. Siun padrey su hijo tiene 32 afios y 11 afos, respectivamente. ;/Cuantos
anos deberan pasar para que la edad del padre duplique la edad del hijo?

5. Hallar el perimetro del siguiente trapecio sabiendo que su area es de 34

m?:

3r — 2

20— 2

2z 4+ 4

6. Determinar cuanto mide el lado de un cuadrado, s1 al duplicar su lado,
el 4rea aumenta en 147 cm?.

7. Indicar para qué valores de a € R la ecuacién 3x% — ax + 3 tiene dos
soluciones reales distintas, una solucién real o ninguna solucion real.
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10.

11.

12.

13.

124

Determinar la ecuacién de segundo grado que tiene:
(a) solucién 3y —1 y coeficiente cuadratico —1.

(b) tUnica solucién — 4 coeficiente cuadratico 2.

Calcular la edad de Silvina, sabiendo que dentro de 11 afos tendra la

mitad del cuadrado de la edad que tenia hace 13 anos.

S1 disminuimos en 1 cm cada lado de un rectangulo que tiene por base

el triple que su altura, el 4rea inicial disminuye en 15 cm?
perimetro del rectangulo inicial?

. (Cual es el

Resolver las siguientes ecuaciones, verificando los resultados obtenidos.

@ x*2-16)(x—6)=0

() x*(x?—-64)(x+10)=0
7 8
=3
© x—2+x—5
5 7 1
(8) 1—x2_x—1+1+x
~  2x3—8x%—10x
@) =
x3 — 50x

(b) (x —Ex+ >(\/—x+3\/—)—0

2x—1 3x—1y/x—1 4-

@ (xs - x4 )(xz - 4x>:0
~2 x-3

® §+1+§_1=1
2x% + Tx — 4

. + 1\? +1

® <§—1) =6_i—1

Aplicando propiedades de los logaritmos, reducir a la minima expresion.

(a) log(x —3) —log(x +3) —
(b) 2log(x) —log(y) =

© Hog (2) + 1og (2) -

log(x) =

Resolver las siguientes ecuaciones, verificar la solucién y escribir el

conjunto solucion.

(@) 274 =4 (b) log;(x —2) = —1
1

(© 67 =22 (d) logy 625 =4

(e) logy(x+1)—log,2x-7)=3 () 2*-8"2=0

(g) (logyx)* —log,x =2 (h) 32*243%1=12



14. Hallar los valores de h y k tales que se cumpla la siguiente igualdad:
log,(8h + 20k) — log, 4 =1
Sabiendo ademas que h + k = —2

15. Hallar la ecuaciéon de una circunferencia que tiene centro en el punto
C(—2;1) y diametro 10.

16. Determinar el centro y el radio de las siguientes circunferencias.
Representar graficamente.
(@ x> +y%2+4y—12=0
(b) x> —2x+y*+2y=7
(c) x2+6x+y2—8y=0
(d) x2—x+y?=0
e) (x—1D*+y*+4y—-5=0

17. Hallar todos los valores de x € [0;2m] que verifiquen las siguientes
1igualdades:
(a) sin?x = i
(b) 7tanx = 2v/3 +tanx
(¢) —3sinx + cos?x =3
(d) sin2x —sinx =0
(e) tanx + 2sinx =0
() 2cosx+sin2x =0
(g) 2senx ++/3tanx =0

18. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales y clasificarlos
segun el conjunto solucidén:

2x+y=6 5x—y =3
(@) {4x+3y=14 (b) {—2x+4y=—12

S5x+2y=1 2x —3y =2
©) {—3x+3y=5 (d) {—2x+3y=4

x—3y=0 x—3y=0
(e) {—2x+6y=0 ® {—2x+3y:O

19. Galileo tiene el doble de edad de Brisa y hace 5 anos, la edad de Galileo
era el triple de la edad de Brisa. /Cuantos afos tienen ahora cada uno?
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

217.

126

En una empresa trabajan 600 personas. Usan Iphone el 16% de los
hombres y el 20% de las mujeres. Si el nimero total de personas que
utilizan Iphone es 110, (cuantas de ellos son hombres y cuantas
mujeres?

El dueno de una casa de compra-venta de articulos usados, paga por dos
candelabros $2250 y los pone a la venta a $3150. Si obtuvo una ganancia
del 25% sobre el precio de compra del primero y del 50% sobre el
segundo, /Cuanto pag6 por cada candelabro?

Si en un rectangulo, la base y la altura difieren en 3 ¢m y su perimetro
es de 26 cm. ;Cuales son sus dimensiones?

Se produce un disparo a 2 km de donde se encuentra un policia, jcuanto
tarda el policia en oirlo sila velocidad del sonido en el aire es de 330 m/s?

Un auto parte del reposo. A los 5 segundos alcanza una velocidad de
90 km/h. Si su aceleracion es constante, calcular:

(a) La aceleracion.

(b) La distancia recorrida en esos 5 segundos.

(c) Lavelocidad que tendra alos 11 segundos.

Dos ciudades A y B distan 300 km entre si. A las 9 de la manana parte
de la ciudad A un coche hacia la ciudad B con una velocidad constante
de 90 km/h, y de la ciudad B parte otro hacia la ciudad A con una
velocidad constante de 60 km/h. Se pide:

(a) Eltiempo que tardaran en encontrarse.

(b) Lahora del encuentro.

(c) Ladistancia recorrida por cada uno.

Un coche sale de la ciudad A a la velocidad de 90 km/h. Tres horas mas
tarde sale de la misma ciudad otro coche en persecucion del primero con
una velocidad de 120 km/h. Se pide:

(a) El tiempo que tardara en alcanzarlo.

(b) Ladistancia, de 4, a la que se produce el encuentro.

Se tira una bolita A con una velocidad de 10 m/s y en el mismo momento,

pero, 5 m mas adelante, se tira una bolita B con una velocidad de 8 m/s.

(a) ¢Cuanto tiempo después la bolita A pasa ala B?

(b) ;A qué distancia de la posicion inicial, de la bolita B, se produce el
encuentro?



28.

29.

30.

31.

En el semaforo de una avenida de doble mano se cruzan un colectivo con
una velocidad constante de 40 km/h y un camién con una velocidad
constante de 45km/h. (Cuanto tiempo transcurrira para que se
encuentren a 30 cuadras de distancia uno del otro?

Dos ciclistas pasan al mismo tiempo por un punto con velocidades
constantes: 30 km/h y 15 km/h. ;Qué distancia los separara luego de 2
minutos?

Sale un avién de A hacia B con una velocidad constante de 500 km/h, al
mismo tiempo otro aviéon con la misma direccién, pero en sentido
contrario despega con velocidad constante de 300 km/h. Si los puntos A
y B estan separados 1000 km, calcular:

(a) ¢;Cuanto tiempo tardaran en cruzarse?

(b) (A qué distancia de la posicidon inicial de A lo lograran?

Un barco zarpa de A con destino a B con una velocidad de 80 km/h.
Luego de 3 horas, otro sale de B con el mismo sentido que el primero,
con una velocidad de 50 km/h. Si la distancia entre A y B es de 500 km,
calcular:

(a) ¢(Cuanto tiempo después, de haber zarpado B, se producira el encuentro?
(b) ;A qué distancia de la posicion inicial de 5?
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3. Funciones

3.1. Introduccion

Las funciones cumplen un lugar muy importante dentro de la Matematica.
Las funciones sirven para describir fendmenos de distintas ciencias o,
simplemente, para expresar relaciones matematicas.

La introducciéon de la nocién de cambio, la cuantificacion de la causalidad en
la determinacion de un efecto era algo para lo que la Matematica no estuvo
suficientemente madura, sino recién después de muchos siglos. El proceso
de elaboraciéon del concepto de funcién fue largo. Varios historiadores de las
ciencias consideran que los matematicos babilonios poseyeron un verdadero
mnstinto de funcionalidad, dado que en las tablas de calculo que construyeron
esta presente una relaciéon general por la que se asocian elementos de dos
conjuntos. Sin embargo, existe una distancia muy grande entre “instinto de
funcionalidad” y la nocién de funcion.

En el siglo XIV, Nicolas Oresme, utilizé un método grafico para representar
los cambios y asi describirlos y compararlos. Es en el siglo XVII cuando
aparece explicitamente con Leibniz el concepto de funciéon en 1692, y es
utilizado por Bernoulli desde 1694. Finalmente, fue Euler en 1734 quien
introdujo el simbolo f(x).

Las funciones mas empleadas, son las que estan compuestas por variables
reales, es decir aquellas definidas sobre nimeros reales cuyos valores son
también ntimeros reales.

Su estudio constituye la armazon de toda la Matematica actual y, por ende,
de toda la ciencia y tecnologia moderna. Estas funciones van a constituir el
objeto de estudio de este capitulo.
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En capitulos anteriores abordamos el estudio de las expresiones algebraicas
y las ecuaciones, sin que esto indique que estamos priorizando una forma de
resolver por sobre otra, sino que proponemos ir ampliando la mirada.
Algunos problemas resultan mas sencillos resolverlos algebraicamente
mientras que otros lo son desde un marco funcional. Todas las miradas
enriquecen.

Muchas veces, el soporte grafico permite elaborar conjeturas mientras que
el trabajo algebraico permite corroborarlas o desecharlas, otorgando validez
a las respuestas desde el mismo conocimiento matematico.

El concepto de funcién es un muy buen instrumento para expresar el cambio
que se produce en las cosas al pasar el tiempo, veamos un ejemplo.

Ejemplol: Dejamos caer una piedra desde la terraza de un edificio de 245
m, tomando las precauciones necesarias para no lastimar a nadie. En la
siguiente tabla, hemos registrado la distancia recorrida por la piedra en
distintos tiempos:

Tiempo (en segundos) | 0 I . 3 4 5

Distancia (en metros) 0 =h | =g0 4L Rl e ]S

;Como podemos interpretar las distancias negativas? ;Observamos alguna
regularidad o regla en la tabla? ;Cudl serd la formula que se ajusta a esta
tabla? ;En cudanto tiempo llegara la piedra al suelo?

La distancia desde la terraza esta relacionada con los distintos tiempos.
Es decir, a cada tiempo le corresponde una distancia. Podemos ver en la
tabla que se ha decidido considerar las distancias recorridas, por la piedra
que cae, negativas.

Notemos que todas las distancias, en valor absoluto, son numeros
multiplos de 5. Ademas, los nimeros que multiplican a —5 son los
cuadrados de los tiempos. Entonces, la formula que se ajusta es:

d(t) = —5t?

A continuacion, representemos graficamente los valores de la tabla y de la
funcion obtenida:
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|
t(segundos)
Tiempo Distancia 0 5 0
0 0 50
1 512 =5
2 ~5:.22 - 20 -100
3 —5.32 = 45
-150
4 —5-4%2 = —-80
5 e ] 200
d(metros)
-250 \

Para responder la ultima pregunta, hemos trazado una recta simulando el
suelo, que pasa por —245 m que corresponde al tiempo de 7 segundos, pero
,es exactamente ese valor? Podemos responder esta pregunta si
1igualamos la férmula que obtuvimos a —245 y resolvemos la ecuacion

—245 = —5- ¢?
- o
-5 —

Ya que el tiempo es positivo, entonces

Es decir, la piedra llegara al suelo a los 7 segundos y habiendo recorrido
245 metros.

En el ejemplo anterior intervinieron dos variables: el tiempo (t) y la
distancia (d).
La funcién relaciona la segunda variable (distancia) con la primera (tiempo),
pues al pasar el tiempo se modifica la distancia.
Para la representacion grafica empleamos un sistema de ejes cartesianos,
utilizando una escala adecuada:
e FEltiempo, t, se ha representado en el eje horizontal y en él cada unidad
representa 5 s.
e La distancia, d, se ha representado en el eje vertical y cada unidad
significa 20 m.
Es importante senalar que en cada instante la piedra esta en un tnico lugar.
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Generalizando:

Una funcion relaciona dos variables, habitualmente designadas por
x e y siendo ambas variables numéricas.
Para que una relacién de este tipo pueda ser considerada una funcién, debe

ocurrir que a cada valor de x le corresponda un tnico valor de y.
La forma simbdlica de expresar una funcién es:

y=fx)

Es decir, a una funcién numérica se la define mediante tres elementos:

e Un conjunto de niimeros A.

e Otro conjunto de niumeros B.

o Una asignacion que a todo niimero del conjunto A le hace corresponder

un unico numero del conjunto B.

El modo de asignaciéon es lo mas importante y puede venir dado de muchas
formas: por una tabla de valores, por un grafico, por una férmula, por un
enunciado o por un diagrama.
Por qué decimos que son necesarios los tres elementos? Veamos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2: Sea f:R — R y el siguiente grdfico:

-4 -3 -2 - 0 1 2 3 4

Jf es una funcion?

Como los conjuntos A y B son R, para x = 0 no hay valor asignado de y.
Es decir, no se cumple con la condicion de existencia. Recordemos que para
que sea funcién todos los nimeros reales x ,pertenecientes a A, tienen que
relacionarse con un Unico nimero real y.
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.Y si sacamos el cero del conjunto A4, es decir, 4 es R — {0}?

Ahora si seria funcion, ya que nos aseguramos de que a todo elemento de
A le corresponde un tinico elemento de B. A este nuevo conjunto se lo llama
dominio de la funcion.

3.1.1. Dominio, codominio e imagen de una funcion

Dominio:
Es el conjunto de todos los valores que pertenecen a A, para los cuales la
funcion esta definida. Se escribe Dom(f).

Codominio:

Es el conjunto de todos los valores que pueden ser asignados por la
funcion, también se llama conjunto de llegada. Se denota Codom(f)

Para definir a una funcién f, se debe indicar el dominio y codominio, en

forma simbdlica lo expresamos,
f:A->B

Imagen:

Es el conjunto formado por todos los valores del codominio, para los
cuales existe un x en A. Se simboliza Im (f).

Simbolicamente, el conjunto imagen de la funcion f con dominio A y
codominio B, es el conjunto:

Im(f) = {y = f(x)/x €A} S B

Observemos que la notacién anterior nos indica que la imagen es un
subconjunto incluido en el codominio de la funcién (lo cual queda expresado
con la aclaracion “C B”).

En el ejemplo 2 tenemos que,

Im(f) =R — {1}

(Por qué la imagen del ejemplo 2 esta constituida por todos los
numeros reales excepto el 1?
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3.1.2. Grafico de una funcion

La representacion grafica de una funcién se realiza mediante la utilizacién
de un sistema de ejes cartesianos.

Al eje horizontal, eje de abscisas, se lo suele designar con la letra x; al
vertical, eje ordenadas, con la letra y. En cada eje designamos escalas
apropiadas.

Cada punto de la grafica corresponde a un par de valores: un valor de x
(variable independiente) y el correspondiente valor de y (variable
dependiente).

Como a cada valor de x le debe corresponder uno solo de y, cuando tenemos
graficos de funciones podemos utilizar la prueba de la recta vertical:

Una curva en el plano es el grafico de una funcion si y solo si ninguna
recta vertical se interseca con la curva mas de una vez.

Ejemplo 3: Sea f:R - R

sCorresponden los siguientes grdficos a funciones?

vk 7 \

=Y

By

Veamos si los graficos pasan la prueba de la recta vertical.

N
YA

N
5%

La primera grafica no corresponde a una funcién, ya que para un valor de

=2 }

B

x hay dos de y. Es decir, hay por lo menos una recta vertical que interseca
a la curva mas de una vez.
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La segunda grafica corresponde a una funcion, porque para cada valor de
x hay un Unico valor de y, ya que ninguna recta vertical interseca a la
curva mas de una vez.

Ejemplo 4: La trayectoria de un automovil que se desplaza con un
movimiento rectilineo y a velocidad constante (en cada tramo), se muestra
en la grdfica. En el eje horizontal se expresa el tiempo, medido en segundos,
que emplea el movil en cada tramo, y en el eje vertical la distancia,
expresada en metros, que tiene respecto a un observador que se encuentra
en la misma linea recta del movimiento.

104
d(metros) @

54

F'
-—
0 2 4 6 8 10 12 Wi (seq)

Analizando la grdfica responder las siguientes cuestiones:

(a) ;Para qué tiempos el automovil tiene desplazamiento nulo? ;Es tnica
la respuesta?

El automovil esta detenido, no se desplaza, los primeros 2 segundos y entre

los 6 y 10 segundos.

(b) ;:Qué se puede afirmar si tomamos los puntos de la trayectoria
correspondientes a los 2sy 6 s?
A los 2 segundos arranca y a los 6 segundos se detiene.

(c) Escribir los puntos de la trayectoria que corresponden a los tiempos: 0
s,4sy8s.

Al iniciar el movimiento se encuentra a 3 metros del observador (punto A),

a los 4 segundos se encuentra a 9 metros (punto C) y a los 8 segundos esta

a 4 metros (en el punto medio del segmento DE) .
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(d) ;Cudal es la distancia recorrida entre los puntos Ay C de la trayectoria?
Jyentre Ay F?

La distancia recorrida entre los puntos A y C es de 6 metros. Y entre Ay F

el automovil recorrié 11 metros.

(e) Realizar una explicacion de cudl es el recorrido del automovil segiin la
mirada del observador.

El automovil esta quieto por 2 segundos, 3 metros adelante del observador.

Luego, avanza 6 metros durante 2 segundos en linea recta. Retrocede 5

metros, en otros 2 segundos y se queda quieto 4 segundos. Finalmente

retrocede 4 metros, llegando a la posicion final, a los 4 segundos de iniciado

el retroceso.

(f) Redactar una explicacion de cuadl es el recorrido del automovil segiin la
mirada de un integrante del equipo técnico que se queda en el punto de
partida.

El automoévil esta quieto por 2 segundos. luego avanza 6 metros en linea

recta durante 2 segundos. Retrocede 5 metros en 2 segundos, se queda en

esa posicion 4 segundos y finalmente retrocede por 4 segundos, quedando

3 metros detras.

(g) Sabiendo que la velocidad media de un movil entre un punto inicial y
un punto final se define como:

espacio total recorrido

Rapid dia =
ro@bd tiempo total empleado

sCudl es la rapidez media entre los puntos By C de la trayectoria? ;Cual
es la rapidez media del automovil a lo largo de su trayectoria completa?

La rapidez media entre los puntos B y C de la trayectoria la calculamos de
la siguiente manera,

6m_ 3m
7: | <

La rapidez media del automoévil a lo largo de su trayectoria completa es
de,

15m .
14

m
1,07 —
s
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A continuacién, analizaremos una serie de ejemplos relacionados a la
imagen de una funcién.

Ejemplo 5: Dada la funcion

gk
AR —
fiA - RIFG) =3
Calcular la imagendex =1, x=-2yx =3

Segin la definicion de imagen, para calcular f(1), f(-2) y f(Q3)
simplemente basta con evaluar la funcién en los valores indicados.

2 141 3 3
A e e e
2:(-2)+1 -3 |3
D=y s ey
23+ 1
e e

Este ultimo caso es un absurdo. Recordemos que la divisién por cero no
esta definida, por lo tanto, no es posible evaluar la funcién en x = 3,
entonces no existe f(3).

En el ejemplo anterior vimos que no existe f(3), /,qué se puede
decir de x = 3 respecto del dominio de f?

Ejemplo 6: ;Cudles de las siguientes formulas representan funciones de
R — R? Si no lo son, hallar un dominio adecuado para que lo sean.

o) = gtx) =52
h(x) = Vx—8 jx) =v20 — 5x

Para hallar un dominio adecuado tenemos que analizar que se puedan
realizar las operaciones indicadas por la expresion algebraica, que define
a la funcién. Recordemos que para todos los valores del dominio debe haber
un unico valor asignado por la expresion de la funcion.
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Hay que tener en cuenta las operaciones que NO se pueden hacer:
e Dividir por cero.
e Calcular la raiz de indice par a niumero negativos.

Para la funcién f(x), al ser una funcién definida a partir de una expresion
algebraica fraccionaria, debemos analizar para que valores x2 + 25 es cero.
Es decir, resolvemos la ecuaciéon

x’+25=0

buscando los valores que debemos descartar del conjunto de los nimeros
reales.

Esta ecuacion no tiene solucidn, ya que al ser una adicion de dos cuadrados
nunca tendra como resultado cero. Entonces, al no existir valores que
anulen el denominador,

|Dom(f) - ]R|

De la misma manera para g(x), analizamos para que valores
x40

es decir, con x =2 o0 x = —2 el denominador sera cero, por lo tanto, esos
valores no podran estar en el dominio. Entonces,

|Dom(g) = R—{-2,2}|

En el caso de h(x), al ser una raiz de indice impar se puede calcular para
cualquier valor real.

|D0m(h) i ]R|

Contrariamente, j(x) es una raiz cuadrada por lo que el radicando debe
ser un numero mayor o igual a cero. Es decir

20—-5x>0
Resolviendo la inecuacion nos queda

20 = 5x

v
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Por lo tanto, el dominio de j(x) queda definido como,

|Dom(j) ={xeER/x <4} = (—ox0; 4]|

3.1.3. Intersecciones con los ejes

Observemos la Figura 1

vk

Yo

=Y

T T2 T3 Ty

Figura 1

La interseccion con el eje de ordenadas es en y = y,, que es el valor de la
funcion para x = 0. Es decir que la interseccién con el eje y se determina
evaluando y = f(0).

Las intersecciones con el eje de abscisas sedanenx = x;, x = x,, x = X3, X =
X4, que son los valores de x que hacen que la funcién valga cero. Por lo tanto,
las soluciones de la ecuacion,

fx) =0

A estos valores se los denomina ceros o raices de la funcion.
Simbdélicamente se define el conjunto de ceros de la funcién como:

Co = C° = {x € Dom(f)/f(x) = 0}
Para la funcion de la Figura 1, Cy = {x1, x5, X3, x4 }
El conjunto de positividad esta formado por todos los valores del dominio

para los cuales la funcién toma valores positivos.
Simbélicamente se define el conjunto de positividad de la funciéon como:

€, =C* ={x €Dom(f)/f(x) > 0}
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Para la funcion de la Figura 1, C, = (—00,x;) U (x5, x3) U (x4, +0)

El conjunto de negatividad esta formado por todos los valores para los
cuales la funcion toma valores negativos.

Simboélicamente se define el conjunto de negatividad de la funcién como:

C_.=C ={xeDom(f)/f(x) < 0}
Para la funcion de la Figura 1, C_ = (xq,x3) U (x3,x4)

Ejemplo 7: Hallar los ceros y la interseccion con el eje de ordenadas de las
siguientes funciones:

(@f:RoR/f(x) = 7—21x

Para hallar la interseccion con el eje y, calculamos

Yo = f(0)=7-21-0
Yo =7

Para hallar los ceros, resolvemos la ecuacion

y=0
7-21x=0
.
" o1 3
- 1
=13

(b) g:R — {0} > R/g(x) = =2

X
No hay interseccién con el eje y, pues x no puede valer cero (0 € Dom (g))

(Importante: jjLa division por cero no esta definida!!)
Para determinar las raices, debemos resolver,

s

Si el resultado de una division es cero, entonces, el numerador debe serlo.

0yt ()
0
|x| =3
r -3 v 3
|Co = {-3;3}]
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3.2. Clasificacion de Funciones

Uno de los problemas que aparece con frecuencia, cuando modelizamos con
funciones alguna situacién cotidiana, es la de averiguar si es posible que la
funcién tome determinado valor. Por ejemplo, como ocurrié en el Ejemplo 4
cuando quisimos averiguar si era posible tener un sueldo de $75000.

En esos casos estamos resolviendo la ecuacion

f(x)=b

donde b es el dato y x debe pertenecer al dominio de la funcion.

Para que esta ecuacién tenga solucién, b debe pertenecer a la imagen de la
funcién ya que en esta estan todos los valores del codominio para los cuales
existe un x en el dominio.

SiIm (f) = Codom(f), la ecuacién f(x) = b siempre tiene solucién y en ese
caso diremos que la funciéon es sobreyectiva. En forma simbdlica,

f es sobreyectiva & Im (f) = Codom (f)

Es decir, si todo elemento del codominio tiene por lo menos una preimagen.
Decimos por lo menos una preimagen, por lo tanto, podria tener mas de una.
Por ejemplo, pensemos cuando buscamos raices de un polinomio. En ese caso
buscamos los valores de x para los cuales la funcién vale cero (f(x) = 0) y es
muy comun encontrar mas de una raiz, es decir tenemos mas de una
preimagen para el valor cero.

Si pensamos ahora en la ecuacion f(x) =b con b un valor cualquiera del
codominio y tiene solucién Unica para todos los valores de x que pertenecen
al dominio, diremos que la funcidon es inyectiva y los elementos del
codominio tienen, a lo sumo, una preimagen.

Graficamente, notamos que una funcién es inyectiva cuando al trazar rectas
horizontales éstas cortan al grafico de f en, a lo sumo, un punto.

En esos casos se cumple que valores distintos del dominio siempre tienen
valores distintos de imagen, es decir

f es inyectiva & Vxy;x, € Dom(f) : x; # x5, = f(xq) #= f(x)

Si para cada b € Im(f), la ecuaciéon f(x) = b tiene solucién Unica, diremos
que la funcion es inyectiva y sobreyectiva por lo tanto, sera biyectiva.

f es biyectiva < f es sobreyectiva e inyectiva
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La importancia de la unicidad de la solucién radica en que a cada y € Im(f)
le podremos asignar un Unico valor de x que resuelve la ecuacion f(x) = y.
Esta asignacion resulta ser una funcién que llamaremos funcion inversa.

Si f: A - B es biyectiva, llamamos funcion inversa de f a la funcion,

f B> A
tal que,

fr=xef=y

O sea, cada elemento de B se relaciona con su Uinica preimagen.
Veamos una serie de ejemplos donde tiene sentido la funcién inversa:

Ejemplo 8: La funcion C(k) = k — 273 relaciona la escala Kelvin (K) y la
escala Celsius (C), donde k es la temperatura en grados Kelvin, y C la
temperatura en grados Celsius. ;Cual es la temperatura en grados Kelvin

correspondiente a 100 ° Celsius? ;y a 0°Celsius? ;Cudal seria el significado
i

Para responder la primera pregunta podemos plantear C(k) = 100 y
averiguar k es la temperatura en grados Kelvin correspondiente.

C(k) = 100
-
k-100+23 — k=373

Es decir, 373° Kelvin corresponden a 100° Celsius.
Ahora calculemos cuantos grados Kelvin se corresponden 0° Celsius, para
eso igualemos a 0.
Elkia
k—273=0

k=273

Es decir, 273° Kelvin corresponden a 0° Celsius. Y asi podriamos hacer
para cualquier valor:

Ck)=k-2=c = |k=(c+273)

Para cada valor ¢ de grados Celsius podriamos encontrar el
correspondiente en grados Kelvin, haciendo c + 273. Es decir,
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Por lo tanto, f ~! nos da la temperatura en grados Kelvin a partir de la
temperatura en grados Celsius.

Ejemplo 9: El costo, en pesos, de producir q articulos se obtiene mediante
la funcion

C(q) = 100 + 2¢q

(a) Deducir la formula de la funcion inversa y explicar en términos
prdcticos su significado.
Como q representa la cantidad de articulos, debe ser positivo o cero.

q=0
2q =0
100 + Z2q = 0 F 100
100 + 2q = 100

C =100

Entonces, podemos precisar el dominio y la imagen de la funcién C de las
siguientes maneras:

Dom (C) = [0; +0) Im(C) = [100; +0)
Por lo tanto, la funcién queda definida como,
C:[0; +00) = [100; +)

La cual es invertible y su inversa es q(C). Para encontrarla, procedemos a

despejar q,
C =100+ 2q
€ —100 = 2q
~C-100
i 3

Luego, la inversa de C(q) es
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C —100

¢:[100:400) > [0:400) Jq(O)= -

Lo cual representa la cantidad de articulos producidos a un costo C.

En la funcion C(q), la variable independiente es g y la variable
dependiente es C. Mientras que en la funcién C~! = g(C) la variable
independiente es C y la variable dependiente es q.

(b) Calcular C(300) y C~1(400).
(c) Explicar el significado de los valores hallados en la parte (b).
Si1 calculamos,

C(300) = 100 + 2-300 = [C(300) = 700]

significa que la produccion de 300 articulos tiene un costo de $700.
En cambio, cuando hacemos,

. 400 — 100 —
€™ (400) = q(400) = ———— = [C"'(400) = 150

Su interpretacion es que un costo de $400 corresponde a la produccion de
150 articulos.

3.3. Composicion de funciones

Como ya vimos, la funcién C(k) = k — 273 relaciona la escala Kelvin (K) y la
escala Celsius (C), donde k es la temperatura en grados Kelvin, y C(k) la
temperatura en grados Celsius.

Por otro lado, la funciéon F(c) = 1,8¢c + 32 expresa la temperatura en grados
Fahrenheit (°F) si ¢ es la temperatura en grados Celsius.

(A qué temperatura en la escala Fahrenheit corresponden 290 K? Con los
datos anteriores, /es posible obtener una férmula directa para relacionar la
escala Kelvin y la escala Fahrenheit sin necesidad de pasar cada vez por la
escala Celsius?

Respecto a la primera pregunta, nos piden expresar una temperatura en
grados Kelvin en la escala Fahrenheit. El problema esta en que ninguna de
las formulas de las funciones nos permite calcular directamente lo pedido.
Lo que si se puede hacer es lo siguiente:

144



Calcular la temperatura en grados Celsius usando la funcién f, es decir,
determinar

€(290) = 290 — 273 = [C(290) = 17|

Esto quiere decir que 290 °K es equivalente a 17°C.
Ahora bien, se puede usar la funcién F, ya que relaciona la escala Celsius-
Fahrenheit. Para calcular g(17), hacemos,

F(17) =1,8-17+32 = [F(17) = 62,6

lo cual significa que 17 °C es equivalente a 62,6°F.

Pasemos ahora a analizar lo solicitado en el item (b): se pide, s1 es posible,
hallar una formula que relacione directamente la escala Kelvin-Fahrenheit.
Sigamos el siguiente recorrido:

se aplica C se aplica F
k es la temperatura en K — C(k) —— F(C(k))

Si lo pensamos desde la formula seria asi:

F(C(k)) = F(k —273)
F(C(k)) =18 (x —273) + 32
F(C(k)) = 1,8k —1,8-273 + 32

F(C(k)) = 1,8x — 4594

Como podemos observar, para contestar lo pedido, primero aplicamos la
funcién C y luego la funcién F, esto es lo que en Matematica se denomina
composicion de funciones. Pasemos a definirlo formalmente:

Sean f:A—B y g:C— D dos funciones. Se define la funcion g
compuesta con f y se denota g o f a la funcion
gef:A-D
definida por:
gof) =g(fx)
Siempre que
Im(f) € Dom(g)
La ultima condicién es muy importante a la hora de componer funciones. A

continuacion, veremos dos ejemplos para aclarar esta cuestion.
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Ejemplo 10: Sean
f:RoR/f(x)=5x + 3
= B
Hallar las funciones compuestas fegy gef.

Pasemos a realizar la primera composicion solicitada,

feg:R-R/feg(x)=f(g(x))
o) =10
o e
My 1o 18 = (| gioc 10y 1 1

En el caso de la segunda composicion solicitada,

gefiR->R/gef(x) =g(f(x)

g(f(x)) = g(5x + 3)

g(f(x)) - e
glf))=2:(125x° 13:25x 3 13:5x 9 |27}
g o f(x) =250x3 +450x% + 270x + 54

Observemos que f o g y g ° f son funciones diferentes.

Ejemplo 11: Sean
FROR/x] = 23+ 5
g:[0; +00) » R/g(x) = vx
Hallar g » f(x)
Observemos la siguiente situacion,
x- 0 (Y- o us g s
por lo tanto, cuando buscamos la imagen de éste a través de g, resulta
9(f(-9)) =g(-15) =v-15 ¢ R

Podemos decir, entonces, que g ° f(x) no existe.

De este ultimo ejemplo deducimos que no siempre es posible componer dos
funciones.
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Para que sea posible realizar la composicion, los elementos de la imagen de
la primera funciéon deben pertenecer al dominio de la segunda. De ser
necesaria la funcion compuesta, deberemos redefinir los dominios e
1magenes.

En el ejemplo 12 deberiamos pedir que 2x + 3 = 0 es decir trabajar con,

Dom(f) = [~ +)

para lograr que
Im(f) = Dom(g) = [0; +o0)

Y ahora si g o f(x) queda definida como

3
gof |-5i+%) = R/ge f00) = g(f () = g2x +3) = V2x +3

3.4. Funcion lineal

Una funcion f:R - R es una funcion lineal si su expresion es de la

forma:
f(x)=mx+b

donde m y b son niimeros reales fijos.

El grafico de toda funcién lineal es la recta de ecuacion y = mx + b.

Al nimero m se lo llama pendiente de la recta y el nimero b es la
ordenada al origen.

Pasemos a analizar estos parametros y que funcion cumplen:

Si f(x) = mx + b, entonces la imagen del 0 queda definida como

f(O)=m-0+b = f(0)=>b
Luego, el punto de coordenadas (0; b) se encuentra en la interseccién de la

grafica f con el eje de ordenadas, como se muestra en la Figura 2. Es por eso
que b recibe el nombre de ordenada al origen.
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f(x) =mx+0b

i |

Figura 2

Consideremos ahora dos valores cualesquiera del dominio de f(x) = mx + b,
por ejemplo x; y x,, con la condiciéon x; # x,.
Entonces

yi=f(x))=m-x;+b
Y2=f(xz) =m-x,+b

Realicemos un estudio sobre la variacion de la funcién sobre el intervalo
[x1; x,], como lo podemos observar en la Figura 3.

yh
Yo = f(x2) ¢
= f(:]'}l] [ S

PAr =1, — @y

* * —
rq Lo T

Figura 3
La variaciéon de la variable dependiente y es

Ay =Yy, -¥

Ay = f(xz)- f(x1)

Ay=(m-x, + b)—(m- x; + b)
Ay=m.x, + b — m.x; — b
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Ay=m- x,— m- x;

Ay = m.(x; — x1)|

La variacion de la variable independiente x es
Ax = x, — x4

Finalmente, la variacion de y por cada unidad de x se puede calcular de la
siguiente manera:

A_y_f(xz)_f(x1)_m-(xz_x1)_
Ax Xy — X1 X, —x -m

Vemos que m es una constante que no depende de los valores de x
considerados. Representa la variacion de la variable dependiente por unidad
de la variable independiente. Es decir,

variacion de la variable dependiente Ay

variacion de la variable independiente Ax

En términos graficos, m es la pendiente de la funciéon lineal f(x) = m.x +
b

A la hora de la aplicacién podemos decir que un fenémeno se dice lineal si se
puede modelizar mediante una funcion lineal.

Teniendo en cuenta lo analizado hasta el momento, la caracteristica
fundamental de los fenomenos lineales es que

f(xz) = f(x1)

Xy —Xq

es constante

Vxi,Xy CON X1 F X,

A modo de resumen, pasemos a nombrar algunas propiedades que tienen las
funciones lineales:
Sea f:R - R /m-x + b, entonces:
e Sim =0, entonces f(x) =b y f es la funcion constante y su grafico es
una recta horizontal.
e Si la pendiente es positiva, f es creciente. Es decir que al aumentar la
variable independiente la funciéon aumenta.
En forma simbdlica,
Sim>0 A Vxy,x, ERixy <xy
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m'x1<m'x2
m-x;+b<m-x,+b

fx) < f(xz)

e Sila pendiente es negativa, f es decreciente. Es decir que al aumentar
la variable independiente la funcion disminuye.

@ Expresa en forma simbodlica porque cuando la pendiente es

negativa, la funciéon lineal es decreciente.

Como podemos observar en la Figura 4, a medida que la pendiente m
aumenta en valor absoluto, las rectas se van “pegando” al eje de ordenadas,
son mas verticales y hay un mayor crecimiento. En cambio, si el valor de m
disminuye en valor absoluto, se van “pegando” al eje de abscisas, son mas
horizontales y hay un menor crecimiento.

Figura 4

Ejemplo 12: Representar la funcion lineal f(x) =2x — 1

En este primer momento, para graficar funcién lineal recurriremos a una
tabla de valores.

Punto del
grafico

2 | L oo 1= 5 o5

X f(x)=2x—-1

e -

0 B =2:01= 1 (0;-1)
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1 (=21 1-1

{1

2 f(O)=22 1-3

)

El grafico de la funcién lineal f(x) = 2x — 1 es la recta y = 2x — 1.

3.4.1. Recta que pasa por dos puntos

A continuacién, estudiaremos como podemos determinar una funcién lineal

s1 tenemos como datos las coordenadas de dos puntos por donde pasa.

En primer lugar, como sabemos que por dos puntos cualesquiera pasa una
Unica recta, para hallar la pendiente m dados dos puntos (x1;v,) v (x2;¥2) ,

de acuerdo con la definicién de pendiente, tenemos

variacion de la variable dependiente

desplazamiento vertical

 variacién de la variable independiente  desplazamiento horizontal

Ay ¥y =
m=—=
Ax  xy —x;

Para poder graficar una recta se puede recurrir a la informacién que brinda

la pendiente como analizaremos a continuacion.
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Ejemplo 13: Representar sin utilizar tablas de valores la funcion lineal

o) =2x—1

En este caso, se debe detectar primero un punto de la recta. Como es facil
de identificarla, ubicamos la ordenada al origen (b = —1) y seguimos con

| i i 3 A i o
la informacién dada por la pendiente (m = . i variacion en y sobre la

variacion en x). Es decir, desde la ordenada nos desplazamos dos unidades
a la derecha (ya que la variacion en x indica un desplazamiento horizontal)
y tres unidades hacia arriba (debido a que la variacién en y indica un
desplazamiento vertical). De esta manera, queda determinado el punto
(2;2) y por ende la recta que pasa por (0;—1) y (2;2).

yh

m =

ba| G

Desplazamiento
vertical : 3 unidades

3 4 5 6 7 8

Desplazamiento
horizontal 1 2 unidades

A continuacién, presentaremos algunos ejemplos sobre como encontrar la
ecuacion de la recta.

Ejemplo 14: Hallar la ecuacion de la recta cuyo grdafico es el siguiente:

' ¥/}

=
-]
T
w
-
o
o
{..."
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Podemos tomar dos puntos que pertenezcan a la recta, por ejemplo, los
puntos (2;3) y (6;1).

Como sabemos la ecuaciéon de la recta es y=mx+b. Por lo visto
anteriormente, dados dos puntos es posible hallar la pendiente:

La recta es de la forma:

=
.

Para determinar el valor de b consideramos cualquiera de los puntos de
paso y reemplazamos sus coordenadas. Obtendremos una ecuacién para
despejar la ordenada al origen.

Por ejemplo, tomando el punto (6; 1):

1= 1 6+b
-

1=-3+b = b=4

Entonces la recta pedida es,

=
P

3.4.2. Rectas paralelas y perpendiculares

Sean las rectas
iy =mx+ b
r:y =myx + b,

Podemos clasificarlas de la siguiente manera:

e Sedice quer, yr, son paralelas si sus pendientes son iguales.

e Sedicequer, yr, son coincidentes si sus pendientes son iguales y sus
ordenadas al origen son iguales.

e Sedicequer, yr, son perpendiculares si sus pendientes son inversas
y opuestas. Es decir, si el producto de sus pendientes es igual a —1.

e Se dice que r; y 1, son secantes si no se cumplen ninguna de las
condiciones anteriores.
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. . 1
En la Figura 5a se encuentran representadas las funciones y = —sx+ 4e
1 . . .. , e
y=-3x, al tener pendientes iguales y ordenadas distintas, sus graficas son

rectas paralelas. En el caso de la Figura 5b las funciones y = —%x +4ey=

2x, al tener pendientes opuestas (signos distintos) e inversas (intercambio
de numerador y denominador), sus graficas son rectas perpendiculares.

\L y

yz—';ﬂ‘+4 z y=——a44
a ! y=2r z
2 3 4 5 & 1 8 -
_1_5 \ 1 1 2 3 415 6 1 N\
- 3 'm1-rn-_:=—i¢2=—1
Figura 5a Figura 5b

3.5. Funcion cuadratica

Toda funcion cuadratica es de la forma
f(x) =ax?+bx+c

con a,b,c € R fijos y a # 0. Es decir, es un polinomio de grado 2 (P2 (x)).

JPor qué se realiza la aclaracion de que el parametro a tiene
que ser distinto de cero? ;Qué funcién seria si a es cero?

A continuacidn, senalaremos sus caracteristicas fundamentales:
e FEl grdfico de una funcion cuadrdtica es una pardabola con eje de
simetria vertical, cuya ecuacion es:

X=X,
e Si el coeficiente principal a de P,(x) es positivo las ramas de la
parabola apuntan hacia arriba, mientras que si a es negativo las

ramas son hacia abajo.

a>0 =>U a<0 =n
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e El punto maximo o minimo de la funcion cuadrdtica se denomina
vértice, ademds se encuentra sobre el eje de simetria, y se identifica
como:

V= (xv;YU)
e La imagen depende de a es:
a>0 = Im(f) = [y,; +0), a<0 = Imf =(—o;y,]

En la Figura 6 podemos observar la grafica de algunas funciones
cuadraticas.

Figura 6

Pasemos a estudiar, ahora, la funcién cuadrética f(x) = x2, es decir, cuando
a=1b=0,c=0.
Para hacer un grafico aproximado, confeccionamos una tabla de valores

x f(x) = x? Punto del grafico
—2 f(=2)=(-2)*=4 (=2;4)
-1 fED=(1?=1 (-11)
0 £(0)=02=0 (0; 0)
1 f=12=1 (1;1)
2 f2)=2%=4 (2;4)
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Si volcamos los puntos obtenidos en un sistema de coordenadas, y unimos
los puntos, queda determinada una parabola (Ver Figura 7).

Ay

(—2;4) (2;4)

Figura 7

Observemos algunas cuestiones del grafico de f(x) = x?:

e No hay ninguna restriccion para su dominio. Es decir,
Dom(f) =R

e Laimagen de la funcion solo puede tomar valores mayores o iguales a
cero. En forma simbdlica, decimos

Im(f) = [0; +)
o Co(f) =10}, Ci(f) = (0;+0) y C_(f) = (=0, 0).
e La funcion alcanza un minimo en x = 0 y vale f(0) = 0.
e Posee un eje de simetria en este caso la recta x = 0 y el punto donde se

corta este eje con el grafico (vértice de la pardbola), en este ejemplo el
vérticees V = (0;0).

3.5.1. Formas de expresar una funcién cuadratica
Hay tres formas de expresar una funcién cuadratica:
e Polinomica:

f(x) =ax?*+bx +c

e (Candnica:
fx) =alx—x,)*+y,
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siendo el vértice: V = (x,; y,)

e Factorizada:

f(x) =alx—x1) (x —x3)
siendo x; y x, las raices de la funcion.

Por la simetria de la parabola el vértice sera:

X :x1+x2:—_b = F)
v > a Yv v

En el capitulo de ecuaciones vimos la relacion entre el signo del
discriminante y la cantidad de soluciones de la ecuacién ax?*+bx+c=0
que es la que nos permite encontrar las raices de la funcién cuadratica.

Dos raices reales diferentes

La grafica corta dos veces al eje x
Yy

/ N

Raices reales iguales

A=b? — 4ac > 0

La grafica corta al eje de las x en un unico

-b
punto con x = —
2a

Ay

AN

No hay raices reales.

A= b? — 4ac = 0

No hay interseccion con el eje x.

*y
-
m

A=b? — 4ac < 0
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Ejemplo 15: Hallar la formula de la funcion cuadrdtica que tiene vértice
V = (—2;6) y pasa por el punto (1;1). Hallar las raices y graficar.

Dado el vértice y un punto podemos reemplazar en la forma canénica los
datos dados

) ale v) B, ol [ ) 4B
=g 6

Para obtener el valor del parametro a usaremos el dato del punto por
donde pasa la parabola:

o e

1=a(3)?>+6
1-6=a9
-~
?:a

Reemplazando nos queda que la funcién es
5 %
f(x) = —§(x+ 2 L6
Para hallar las raices igualamos a cero la funcion y resolvemos

5
0=—§@+2Y+6
% 1 21° - §
o -

54

(x+2)2=?

e

+ 2= . \ +2=4 ik

s i
54 54

x1=—2— ? =~ —5,29 \V4 x2:—2+ ? = 129
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—B[—S 4 B 2 41 oo 1\2 3

Ejemplo 16:

(a) Hallar la formula y el vértice de una funcién cuadrdtica que tenga
raices en —4 y 3 y su ordenada al origen sea 6.

Conviene, por los datos del problema, hallar la férmula de la funcion

utilizando la forma factorizada.

J=alx x) (x-x)=alx- (- 4)) (x- 3)
flx)=alx+t4) (x-—3)

Sabemos que la ordenada al origen es 6, es decir que f(0) =6

F(O)=6=a(0+4)-(0-3)
6= a(+4) - (-3)

6 JEHEEE

e
_
.

Reemplazamos

1
()= -5 (x+4) (x-3)

Con el dato de las raices podemos hallar el vértice como punto medio entre

ellas

by, A4S 1
xV: st frossss

2 2 2

para hallar la coordenada y,, deberemos reemplazar en la férmula

/(D34 (302
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(b) Hallar la formula de la funcion cuadrdtica que tiene vértice (—1; —1) y
una de sus raices es x = 1

Si el vértice es (—1;—1) y una raiz x = 1 por simetria la otra raiz estd a

dos unidades de la coordenada x, a la izquierda, es decir x = —3 .

Ya tenemos informacion suficiente para armar la formula de la funcion, es

indistinto si trabajamos con la forma factorizada o con la forma canodnica.

jl=alr 2 x r)-a(x 1) (x13)
Usamos el vértice para hallar el valor del coeficiente principal.

f(-1)=-1=a(-1-1)-(-1+3)
—-1= a(—2)-2—>a=%

1
f(x) =7 @-1)- (x+3)

Ejemplo 17: Una empresa que fabrica envases de vidrio calcula la
ganancia mensual en funcion de la cantidad de envases fabricados por
medio de la formula

(o L
donde x esta expresada en cientos de envases y la ganancia estd expresada
en miles de pesos.

(a) ;Cual es la cantidad de envases que debe fabricar para obtener
ganancia mdxima?
La ganancia maxima se obtendra en el vértice
—h = ()
-
vo— Glx,) = —10° +2010 36
vy 100 Eoon - s
v - ot
V = (10;64)
Es decir, debera fabricar 1000 envases para tener una ganancia de $64000

10
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(b) ;:Cuantos envases tiene que vender para obtener una ganancia de
$18.435,50¢

Para averiguar cuantos envases debe vender para ganar $18.435,50,

1gualamos la ganancia a la expresion dada:

18,43550 = —x? + 20x — 36
x1 =325 ; x;, =16,75

Dado que son envases y estaban expresados en cientos, deberan fabricar.
x; =325 ; x,=168

(c) ;Cuantos envases tiene que fabricar para obtener ganancia?

Para obtener ganancia debera fabricar envases que hagan positiva a la
ganancia ya que, si fabrica menos o mas la funcion tomara valores
negativos, representando pérdida o ganancia nula.

Para poder responder hallamos las raices

0=—x%*+20x-36

m=7] ; [&=19

Grafiquemos la funcion para visualizar la funcién ganancia y las
respuestas obtenidas

o8 G (miles|de pesos)

10;/64)

60

50

40

30

20

g = 18435,50

(18; 0)

P
0 5 10 15 20 25 30 35 40
x(cientos de envases)

Podemos ver que para obtener ganancia debera fabricar entre 200 y 1800
envases.
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3.6. Funcion racional

Una funcién racional es aquella que se puede expresar como una divisiéon de
polinomios.
Analiticamente,

fiA-> R/ f(x) =ZE—§3 conq(x) #0

Es importante notar que el polinomio divisor no puede anularse.

Ejemplo 18: Determinar el dominio y conjunto de ceros de la funcion,
x3—-3x+1
ey

Para que el denominador no sea cero, debemos eliminar las raices del
polinomio divisor.

Para hallar los ceros o raices, tenemos que igualar la expresion del
denominador a cero y resolver.

X -7 k100> ¥ =) A ¢ 8

Entonces, el dominio tendra que excluir dichos valores. Es decir,

|Dom(f) = R—{2;5} |

En cambio, para encontrar el conjunto de ceros, a la que tenemos que
igualar a cero es a la funcion,

S _
e T i 10

Por ser una division el numerador debe ser cero:
¥ —2x+1-0-
Las soluciones para esta ecuacion cubica son,

_1ty5 - 1-4F

-1 2 i cE >
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No hay que olvidarnos que debemos, ademas, verificar que los valores
hallados se encuentren en el dominio.

En nuestro ejemplo, como estos valores pertenecen al dominio, entonces
podemos decir que el conjunto de ceros o raices es:

o U, .
- x 2

Ejemplo 19: Determinar el dominio, conjunto de ceros de la funcion e
interseccion con el eje y.
B3 +4xP+x—6

e

-

Para determinar el dominio debemos eliminar las raices del polinomio
divisor.
.
x(x2+x—-2)=0
.
- - 7

Entonces, el dominio tendra que excluir dichos valores. Es decir,

[Dom(f) =R — {-2;0;1} |

En cambio, para encontrar el conjunto de ceros, tenemos que igualar a cero
es a la funcioén,

Y +4x°+x -6

i)
x3 +x2 — 2x

Por ser una division el numerador debe ser cero:
x3+4x°+x-6=0
X= 0 = ) g = ]
Recordar verificar que los valores hallados se encuentren en el dominio.

En nuestro ejemplo, x, = —2; x3 = 1 no pertenecen al dominio, entonces
podemos decir que el conjunto de ceros o raices es:
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¢’ ={-3}

Para obtener la interseccion con el eje y debemos calcular f(0), pero el 0
no pertenece al dominio de la funcién, por lo tanto, no hay interseccion con
el eje y.

3.6.1. Funcion homografica

Es un tipo de funcién racional,

fiA->R/f(x) = % conp(x)y q(x)lineales y q(x) +# 0

ax+b
cx +d

f&x) =

Dom(f) =R - {— %} Im(f) =R - {5}

c
Ejemplo 20 Hallar el dominio, interseccion con el eje de ordenadas y ceros
de la siguiente funcion
Aoy
s

L g

Para que el denominador no sea cero, debemos descartar el valor que lo
anula 3x + 9 = 0, es decir, x # —3

|Dom(f) = R—{-3} |

Hallamos los ceros:

()_O_Zx—8
=0 o s
.
& 1

Para la interseccion con el eje de ordenadas, calculamos

2:0-8 [ 8

ey
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3.7. Funcion irracional

Una funcién irracional es aquella en que la variable independiente esta
afectada por una raiz.

Debemos tener mucho cuidado en definir correctamente el dominio de estas
funciones. Sila raiz es de indice par, el radicando debe ser mayor o igual que
cero y por lo tanto afectara a la definiciéon del dominio.

Por ejemplo, si: f(x) = V4 — x para hallar el dominio necesitamos que
4—x=>0
Resolviendo la inecuaciéon, obtenemos
4> x
Por lo tanto, el dominio queda definido como
Dom(f) = (—o0; 4]

Pero, si g(x) = ¥2x + 5 el dominio no tiene restricciones, por lo tanto

Dom(g) =R

Ejemplo21: Hallar dominio, ordenada al origen y raices de la siguiente
fO)=V—x2+x+2

Para hallar el dominio necesitamos que

funcion

—x krt2>0
Factorizando la cuadratica
—x?+x+2=(C-1D-x-2(x+1)
Debemos buscar el conjunto de positividad de la cuadratica. Como el
coeficiente principal es negativo tiene las ramas hacia abajo, por lo que

sera el intervalo entre las raices.
Por lo tanto, el dominio queda definido como:
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[Dom(f) = (-1;2)|

La ordenada al origen es

f0) = V=02 +0+2=[vZ]

Las raices coinciden con las raices de la cuadratica o sea que son x =2y
x= —1

¢! -1 121

3.8. Funcion exponencial

Se llama funcién exponencial porque la variable independiente esta en el
exponente. En forma simbdlica,

fiR->R /f(x) = ka*
conk€e€Rk+0,aeRa>0a+1

El dominio de esta clase de funciones es el conjunto de todos los nimeros
reales, ya que no hay ninguna restriccion para elevar un ntimero positivo.
Es decir,

Dom (f) =R

La funcién exponencial caracteriza modelos en los que a iguales incrementos
de la variable independiente se dan iguales porcentajes de aumento, o
disminucién, en la variable dependiente. Esta caracteristica permite
estudiar varios tipos de ejemplos reales en los que esto sucede: poblaciones
de bacterias, plazos fijos, masa de sustancias radiactivas, etc.

La forma de su grafica depende de los posibles valores que puede tomar el
parametro a. En la Figura 8 se muestra las alternativas de curvas que puede
presentar las funciones exponenciales para k > 0.
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!}'
a>1 A k>0

By U{ﬂ{l;’\ﬂ}l]\\____—

Figura 8

S1 k < 0, los graficos se reflejan respecto del eje x, como se muestra en la
Figura 9.

vh Ay

¥

- =
n>1an<n\ /

Figura 9

La imagen de la funcién exponencial depende de k.
o Sik>0laimagenes: Im(f) = (0; +0)
o Sik<0laimagenes: Im(f) = (—oo; 0)

Se puede observar que en cualquier caso la funcién exponencial nunca vale
cero y que a* es siempre positivo.

Ejemplo 22: La masa de una poblacion de bacterias aumenta un 25 % por
hora. En un determinado momento se colocan 120 g de bacterias en una
cubeta. ;Cudntos gramos de bacterias habrd al cabo de 1 hora? ;Y de
2 horas? ;Y de 3 horas? ;Y de t horas? Represente grdficamente la masa
total de bacterias en funcion del tiempo.

Para responder a la primera pregunta, como sabemos que se comienza con
120 g, una hora después habra un 25 % mas, es decir
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e e

Confeccionamos una tabla de valores para analizar el comportamiento de
la funcién buscada.

Tiempo desde que
comenzo la Masa de bacterias (en gramos)
experiencia (en horas)
0 120
1 120+ 120-0,25 = 120(1 + 0,25)
= 150
120:1 254 1201 95 . 25 = 1201 2501 4 () 75)
2 = ade L sl s
= 18750
L e e e

3 = 234,38

Notemos que el exponente al que esta elevado 1,25 coincide con la cantidad
de horas transcurridas. Asi, si generalizamos para cualquier cantidad de
horas t, los gramos de bacterias en funcién del tiempo seran:

=

Observemos que la base de la exponencial es 1,25, donde la parte decimal
es el porcentaje de aumento por hora.

Podemos preguntarnos: ;la funcién que encontramos verifica que, si pasa
1 hora desde cualquier momento, la masa aumenta un 25%? Pasemos a
realizar los calculos necesarios para responder esta cuestion.

Sif(x)— 120 125" entonees 7(h) — 120 1257

Por lo tanto,

.
fbt1)=—120: 125 .15
Jbil)- f(B) 125

Es decir que f(b + 1) es un 125% de f(b) para cualquier b. Lo que indica
que, al avanzar una hora, desde cualquier momento, aumenta un 25%.
Podemos concluir, entonces, que la férmula encontrada cumple con el
enunciado.
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Su grafica, la podemos observar a continuacion:

[}
f(gramos de bacterias)

350
300
250
200
150

100 [ (01 120)

50

t(honas)

0 1 2 3 4 5

Ejemplo 23: En un laboratorio se esta analizando una colonia de
bacterias. Se cuenta con una masa inicial de 60 gr y se observa que cada 5
minutos la masa aumenta un 1,2%. ;Cudl serd la masa de bacterias
después de una hora? ;Y después de 3 h? Hallar la formula que nos dé la
masa de bacterias después de t horas.

El crecimiento de la colonia de bacterias es de forma exponencial, por lo
tanto, su formula debe tener la forma,

L

Vamos a considerar en el exponente bt porque el dato del porcentaje de
aumento es en minutos y queremos la formula en horas.
Como la masa aumenta un 1,2 % por periodo, después de un periodo
tenemos el 101,2 % del valor anterior. Esto equivale a 1,012, que es el
coeficiente por el que tenemos que multiplicar la masa por cada periodo.
Entonces,

a=1,012

Sabemos que parat = 0 h, la masa era de 60 g, por lo tanto,
£(0) = k- 1,012

60 =k-1,012° - |60 = k|

Como 5 minutos es la doceava parte de una hora, sabemos que
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1 -
f(E h) — 601012 @)

Por otro lado, sabemos que sera,
60+ 1,2%-60 (2)

Igualando (1) y (2) despejamos b,

1
60+ 1,2% - 60 = 60 - 1,012 12
1
60,72 = 60 - 1,012° 12
60,72 bt
60

1
1,012 = 1,012°12

Por lo tanto, como las bases son iguales, el exponente debe valer 1.

1
1=b 7 = 12=b

Finalmente, la formula que nos da la masa de bacterias en funcién del
tiempo es:

12
f(t)=60g-1,012%

Para calcular la masa después de una hora hacemos:

12
f(lh)=60g-1,0127 " =[69,23 g

Y para hallar la masa después de tres horas,

12
fBh)=60g-1,01273%" =[9218 g
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3.9. Funcion logaritmica

En esta funciéon la variable independiente esta en el argumento de un
logaritmo. En forma simbélica,

f:(0; +0) = R/f(x) =log, x
con a€ERa>0a+1
Su dominio son todos los niimeros reales positivos. Es decir,
Dom(f) = (0; +)
La funcién logaritmica siempre tiene asintota vertical. La ecuacion de la
asintota vertical es x = 0.

La curvatura del grafico y crecimiento depende del parametro a, base del
logaritmo, como podemos observar en la Figura 10.

A vh
D<a<1 -
-
a>1
-
/ €T
Figura 10

La imagen de la funcién logaritmica es siempre el conjunto formado por
todos los nimeros reales.

Im(f) =R

Las funciones exponenciales y logaritmicas como funciones
inversas

Si redefinimos la funcién exponencial de la siguiente forma:

fiR— (0,+0)/f(x) = a*
ConaeR,a>0ya+0
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Es inyectiva y sobreyectiva, entonces es biyectiva y admite funcién inversa.
De f(x) =y =a¥*, despejamos x aplicando las propiedades ya vistas de
logaritmos. Resulta,

log, y = log,(a®)

log,y =x- log,a

Es decir,
f'(y) =log.y

que es la funcién inversa de y = a*

En consecuencia, si siempre llamamos x a la variable independiente,
fiR> (0;+0)/f(x) =a* = [71(0;4+%) >R/ f7H(x) =log,(x)

Veamos algunos ejemplos:

fiR—= (0;40)/f(x) =2% = f71:(0;+0) > R/ f 7H(x) = log,(x)

X

1

gR= 0+9)/g@ =(3) = g7 O+ >R/ g7 (@) =logas @)

h: (0; +0) » R/h(x) =log,(x) = h 1R - (0;+o)/h~1(x) =4~

w: (0; +0) - R/w(x) =logp,(x) = w hR - (0;4+0)/w (x) =(0,2)*
Ejemplo 24: En un laboratorio se esta analizando una colonia de
bacterias. Se cuenta con una masa inicial de 60 gr, se observa que cada 5
minutos la masa aumenta un 1,2%. ;Cudando se duplica la masa de

bacterias?

Como el enunciado coincide con el Ejemplo 23, ya sabemos cual es la
funcioén:

f(t)=60g- (1,012)%

S1 queremos averiguar cuanto tarda la masa en duplicarse tendriamos que
resolver la siguiente ecuacion:

2,
1209 = 60 g+ 1,012%
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120 12
9 1017
60 g
1
2 = 1,0127%

Para poder resolver esta ecuacion tenemos que aplicar logaritmo decimal,
por ejemplo, en ambos miembros,

1e,
log2 = log(1,012 h )

12
log2 = Tt -log(1,012)
log 2 . .
logl012 12

|t=4,84 h =4 h50min32,44 seg|

Por lo tanto, la masa de bacterias se duplica pasadas las
4 h 50 min 32,44 seg aproximadamente.

3.10. Funciones trigonométricas

3.10.1. Funcioén seno
Se llama funcién seno a todas aquellas que tienen la forma,
fiR - R/f(x) = asen(bx)
con Va,b,c e R;a+#0
e FEl dominio de la funcion seno son todos los niimeros reales.
Dom(f) =R

e La imagen depende del valor de a. Queda definida como,

Im(f) = [-lal;|al]
e Para hallar las raices el argumento debe ser igual a un miiltiplo entero
de m.
bx =km conk€Z
_ km
=5
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e Los mdximos y minimos de esta funcion se encuentran en el punto
medio entre dos raices consecutivas.

., o,y g , 2T
e La funcion seno es periodica, de periodo p = —

Para determinar su grafica, primero hallamos las abscisas de los maximos,
minimos, raices y luego sus imagenes. Por ultimo, utilizando estos puntos,
graficamos.

Las curvas que representan los graficos de las funciones seno y coseno se
llaman sinusoides.

El grafico de la funcién f(x) = sen(x) la podemos observar en la Figura 11.
yA

1

B -mi2 w2

-1

Figura 11
Ejemplo 25: Hallar el conjunto imagen y las raices de
fiR - R/f(x) = 2sen(4x)
Realizar su representacion grafica.
Siendo a = 2, podemos observar que su imagen queda definida como:
Im(f) = [-2; 2]

Para hallar las raices, hacemos,

km
Ay —knr — |y —

A medida que le damos valores a k € Z, encontramos las raices:
ko = () — X 0
1

T
k1=1 =x1=T=Z
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K 5 T
B s B i e
2 X2 1 >
-l T
1l iy =08
) /s
kK - s
2 X_2 - )
En definitiva, los ceros de la funcion es el conjunto infinito,
m B 5 u
Do B .
¢ . - 0 |

Ahora podemos hallar los maximos y minimos de la funcién, teniendo en
cuenta los puntos medios entre las raices consecutivas,

Ay

2

1
-
@ @ @ 0 -

-mi2 -Inj/8 -mi4 -mig8 0 mig mwid nig mwi2 sSmig
=1
31 T ST
=

Con todos estos datos, ya estamos en condiciones de realizar su grafica,
AY

mig m/ 3mis mnf2 5mi8
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3.10.2. Funcién coseno

Se llama funcién coseno a todas aquellas que tienen la forma,
fiR—->R/f(x) = acos(bx)

conVa,b eR;a#0

Al igual que la funciéon seno, el dominio de la funcién coseno son todos los
numeros reales.

Dom(f) =R
De la misma manera, la imagen depende del valor de a.
Im(f) = [-lal; lal]

Para hallar las raices, el argumento debe ser igual a un multiplo impar de
/2.

bx =(2k+1)% conk €

@k+ 1w
YT T

El grafico de la funcién f(x) = cos(x) lo presentamos en la Figura 12.

7 |

Figura 12
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Ejemplo 26 Graficar la funcion f:R - R/f(x)=2cos(x)—1en el
intervalo [0,2r). Hallar analiticamente sus raices, maximos y minimos, en
dicho intervalo.

Como
= e e s
e
—2—-1<2cos(x)—1<2-1
—3<2cos(x)—1<1
—3 = f(x1=1
Im(f) =[-3; 1]

Para hallar las raices, hacemos,

2cos(x)—1=0
2ens(e) = 1
1
cos(x) = -
T 5
X = § AV X = §TL’

En definitiva, los ceros de la funcién en [0; 2r), resultan

13 3

Ahora podemos hallar los maximos y minimos de la funcion, teniendo en
cuenta que la funciéon toma valores entre -3y 1

-

Es decir que el valor maximo es 1 y el valor minimo de la funcién es (—3)

Minimo: Miaximo
2cos(x)—1=-3 2cos(x)—1=1
2cos(x)=-3+1=-2 2eostel =1 £l =)
cos(x) = —1 cos(x) =1

x-0 i v iy

Con todos estos datos, ya estamos en condiciones de realizar su grafica,
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Ay

0 w E m 4n /3 B E n

-2

-3

3.10.3. Funcion tangente

Se llama funcién tangente a todas aquellas que tienen la forma,
f:R - R/f(x) = atan(bx)

con Va,b e R;a+0;b+0

Recordemos que,
sen x

tanx =
CoS x

La funcién tangente no esta definida donde el coseno se hace cero, es decir,
el argumento de la funcién debe ser distinto de los multiplos enteros impares
de /2.En esos valores la funcién no esta definida, pero se acerca tanto como
uno desee a ese valor.

Por lo tanto, no esta definida en:

_ kAT o ke
S VAR '

Dom(f)zR—{W;bio;kEZ}

Las raices de la funcion tangente estan en los puntos de la forma (%ﬂ ; 0)

Coincidiendo con las raices de la funcién seno.
La imagen de la funcién tangente son todos los nimeros reales.

Im(f) = R
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En la Figura 13, representamos el grafico de la funcién f(x) = tan(x).

-

e e R e e
=
%)
3
) U A

e e e e e e e e e et

Figura 13

Ejemplo 27: Hallar ay b € Z: sabiendo que h(x) = a - tan(bx) pasa por los
puntos:

i3
(7 -1) y Cm0)
Si la funcion pasa por los puntos dados, quiere decir que se debe cumplir:
h(—m) =0 = a - tan(b(—m))

O sea que tiene raiz en (—m) y las raices de la tangente son de la forma

(5

Es decir, miltiplos de = entonces b = —1|

Reemplazamos en la segunda otra condicion:

h(%) = ((—1) %)

—1 =a:tan (—1%) = a(—1)

Entonces

| hix) = —tan(—x)|
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3.10.4. Funcion cotangente

Se llama funcién cotangente a todas aquellas que tienen la forma,
f:A-R/f(x) = cot(x)

Recordemos que
cos(x)

cot(x) = sen(x)

Y por lo tanto, el dominio de esta funcién son todos los nimeros reales menos
los ceros del seno, es decir:

Dom(f) = R—{kn}conk € Z
En el caso de la imagen, no existe ninguna restriccion:
Im(f) =R

Para hallar las raices, el argumento debe ser igual a un multiplo impar de
/2.

s
x =QRk+1)=
2

El grafico de la funcién f(x) = cot(x) se muestra en la Figura 14.

y A

2

m 3w

_________d_____a_________________-
=Y

-_________._____ﬁ S P F—
|
=
=

Figura 14
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Ejemplo 28: Hallar dominio, imagen, raices y grdfico de

Como

Para

Entonces,

Lo (;)

(—)=kn—>conk€Z

.

|Dom(f) = R—{2km}|conk € Z

& : - x :
Las raices de f(x) coinciden con las de cos (5), es decir, el argumento debe

ser igual a un multiplo impar de /2

X
(E):(2k+1)n—>x=2(2k+1)n=2k’n conkyk €Z

Entonces las raices son los multiplos pares de m, |Cy = {2k'm}

vl

2

!
I
I
I
I
I
I
I
1
1
1
)
1
)
-2
1
)
I
1
I
I
I
I
I
I
1

m

-3m/2

!
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
. -
-mi2 0 mi2 m nj2 2:n 5mi2
|
|
|
i
|
|
|
|
I
1
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3.10.5. Funcidén cosecante

Se llama funcién cosecante a todas aquellas que tienen la forma,
f:A->R/f(x) = csc(x)

Recordando que
1

sen(x)
El dominio de la funcién son todos los nimeros reales menos los ceros del

csc(x) =

seno, es decir:
Dom(f) =R —{kn}conk €Z;b # 0

En el caso de la imagen, queda definida como,
Im(f)= R-(-11)
Una de las particularidades de esta funcién, es que no tienen intersecciones

con el eje de abscisas. En otras palabras, no tiene raices.
Podemos observar la grafica de la funciéon f(x) = csc(x) en la Figura 15.

] 1 | 1

] ] y‘ ] 1
] 1 | 1
¥ ¥ 2 ¥ +
] 1 | 1
] ] ' 1
] 1 | 1
] 1 ' 1
| 1 | 1
] ] 1 ' 1
] 1 | 1
] ] ' 1
] 1 | 1
] L] ] 1

T I -

-n -3m/2 a1 -miz 0 wie mo 3m2 W
] 1 | 1
] ] ' 1
] 1 | 1
1 t -1 1 +
] 1 | 1
] ] ' 1
] 1 | 1
] 1 ' 1
i | 2 1 1
] ] ' 1
] 1 | 1
1 [ | ] 1

Figura 15
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3.10.6. Funcioén secante

Se llama funcién secante a todas aquellas que tienen la forma,
f:A-R/f(x) =sec(x)
Teniendo en cuenta que

1
cos(x)

sec(x) =

el dominio de la funcién son todos los nimeros reales menos los ceros del
coseno, es decir,

Dom(f) = R —{(2k + 1)%} conk €Z;b %0
Su imagen se define como,
Im(f) = R—(-1;1)
Al igual que la cosecante, esta funcién no tiene raices.

El grafico de la funcién f(x) = sec(x) se muestra en la Figura 16.

: i [ i i
1 [ y‘ ] ] 1
1 i | | |
T T 2 | T T
1 ] ] ] 1
| | | | |
! i | | 1
| | | | |
' } 4 4 '
1 [ ] ] 1
1 ] ] ] 1
1 [ ] ] 1 e
1 ] ] ] 1 i€
: 1 1 1 1 h
-3my2 -n -nlz 0 mp m 3n{2 2n 5n{2
! i | | 1
1 [ ] ] 1
1 ] ] ] 1
i i -1 i i i
1 ] ] ] 1
| | | | |
! i | | 1
1 [ ] ] 1
1 ¥ -2 1 + t
1 [ ] ] 1
1 ] ] ] 1
Figura 16
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Ejemplo 29: Hallar dominio, imagen, raices y grafico de f(x) = sec (g)

Como
1
- (g) E cos G) Gt (g) -
Para
(;):kg = x=knconkel
Entonces

|Dom(f) = {kn}|con keZ

Im(f) =R— (-1;1)]

; > 1
No tiene raices ya que T nunca es cero.
Cos| =
2

¥

T
o

-3m|/2 - -mi2 0 mi2 3mi2 2m 5mi2

S S A S SN SN TE A N A S A S E——
B e e e T T
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3.11. Aplicaciones fisicas

3.11.1. MRU

Posicion en funcioén del tiempo

En el capitulo anterior, analizamos el movimiento rectilineo uniforme
(MRU), desde el punto de vista de su ecuacién horaria. Ahora lo haremos
desde el punto de vista funcional.

Como lo planteamos oportunamente, una vez fijado un sistema de referencia
adecuado, este tipo de movimiento corresponde a un movil que se desplaza
en linea recta con una velocidad constante y su posicion depende del tiempo
transcurrido. Es decir, que la posicion es una “funcion” del tiempo.

S1 observamos la llamada ecuacién horaria,

x(t)=x;+v-(t—t;)

Siendo v la velocidad constante y x; una posiciéon dada inicial para el tiempo
t;. La variacién de la posicion dependera solo de la variacién del tiempo, es
decir, es una funcion lineal x = f(t).

Por ejemplo, si partimos del kilometro 180 medido desde un punto de
referencia fijo, en una trayectoria recta, a las 8 h, con una velocidad
constante de 80km/h en la direcciéon positiva de nuestro sistema de
referencia, y quisiéramos conocer nuestra posiciéon para cualquier instante
de tiempo, tendremos que hacer,

k
x(t) = 180 km + 80 Tm-(t—8h)

km km
x(t)=180km+80 T't—80 78}1

km
x(t) =180 km — 640 km + 807- t

km
x(t) = —460 km + 80 T.t

Es importante observar que, en este caso, al no partir de t = 0 h, 180 km no
es la ordenada al origen de la recta, que corresponde a la posicién para t =
0 h. Seria,

km
x(0h) = 180km+807-(0h—8h)
x(0 h) = —460km
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Este valor lo podemos interpretar como que a las 0 horas se encontraba a
460 km del kilémetro cero, pero en la direccion contraria al sentido de avance
del auto (recordemos que todo empieza a las 8 horas, esto es solo una
Iinterpretacion de la situacion).

En este caso, el tiempo cero no coincide con el kilometro cero. En la Figura
17 tenemos un esquema de nuestro problema.

t =0h

—460Km 0Km

Figura 17

Y en la Figura 18 podemos ver representada la ecuacion horaria
correspondiente al mismo:

A x(kilometros)

400

200

t(horas)
-

6 8 10

-200

-400
(0; —460)
Figura 18

Desde el punto de vista matematico, una funcién lineal tiene como dominio
todos los numeros reales. Pero para nuestro problema fisico en particular,
conocemos nuestra trayectoria a partir de las 8 h, por lo que deberiamos
restringir nuestro dominio, quedandonos solo con los tiempos mayores a 8 h.
Por otro lado, lo usual es tomar siempre tiempos positivos.

De esta manera, su dominio restringido es t € [8;+) y su imagen x €
[180; +o0)

Esto nos permitira conocer nuestra posiciéon para cualquier instante futuro,
desde la partida hasta tiempo infinito (ver Figura 19). Aunque no
manejemos tanto...
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b (kilometnos)
800

600
x(t)
400

8; 180
200 (85 180)

t(horas)
0 -

2 4 6 8 10 12 1l %

Figura 19
Movimiento Rectilineo Uniforme: Velocidad

Como senalamos anteriormente, en el MRU la velocidad es constante, por lo
que, si queremos representar la velocidad como una funciéon, sera una
funcion lineal con pendiente cero. Es decir, su grafica sera una recta paralela
al eje de las abscisas. Para el caso analizado de nuestro moévil con posiciéon
en funcién del tiempo, tenemos que:

km
x(t) = 180 km + 80 T (t —8h)
La velocidad en funcién del tiempo sera

©) = 80 <™
Vi =y

Con dominio t € [8;+x) e imagen v € {80}
La grafica de velocidad la podemos observar en la Figura 20.

‘v(km[h)

100

80

=0

60
40

20

t(horas)

0 -
2 4 6 8 10 12

Figura 20
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Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado: Velocidad en
funcion del tiempo

Mientras que en el MRU la velocidad es constante, en el Movimiento
Rectilineo Uniformemente Variado (MRUYV) habiamos visto que la velocidad
no lo es: también es una funcion lineal dependiente del tiempo que sigue la
siguiente ecuaciéon horaria,

v(t) =vo+a-(t—t)
En el caso de la caida libre, por ejemplo, si dejamos caer desde una altura
dada un cuerpo, y despreciamos el rozamiento con el aire, este caera con una
velocidad inicial nula. Esta velocidad se ira incrementando por la accién de
la aceleracion de la gravedad a lo largo del tiempo. Recordemos que los
signos de cada magnitud dependeran de nuestro sistema de referencia. En

este caso, puede ser conveniente elegir un sistema de referencia en el sentido
del movimiento (ver Figura 21).

m
v=vy+g-(t—t;) con |g|=1OS—2
'U(]:O

l g(+)

O

Figura 21

Vale aclarar que la aceleracion de la gravedad es un vector que apunta hacia
el centro de la Tierra. Nosotros analizaremos el problema en forma escalar,
ya que el movimiento se dara en una sola direccion: la recta que une el punto
desde el que soltamos el objeto con el centro de la Tierra. Si elegimos un
sistema de referencia con el sentido positivo hacia el centro de la Tierra,
consideraremos ¢ = 10 m/s?. Mientras que, si optamos el sistema de
referencia en sentido contrario, tendremos g = —10 m/s?.

La velocidad sera positiva en nuestro sistema de referencia, al igual que la
aceleracion de la gravedad. La aceleracion le va a agregar al valor absoluto
de nuestra velocidad 10 m/s por cada segundo en el que actte. Es decir, en
10 segundos la aceleracion le agregaria 100 m/s a dicha magnitud, motivo
por el cual pasamos de 0 m/s a 100 m/s en 10 segundos de caida libre.
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La velocidad inicial es cero y el tiempo inicial también.
Entonces, la velocidad en funcién del tiempo nos queda:

m
v(t) =10 — 't
S
Su grafica la podemos observar en la Figura 22.

‘v('m/s}

100
(10; 100)

80
60
40
20

t(segundo)
-

2 6 8 10 12
(05 0)

Figura 22

Ejemplo 30: Para la trayectoria graficada en la Figura 22, indicar el valor
de la velocidad a los 5 segundos de iniciada la caida.

De la grafica podemos estimar que a los 5 segundos el movil tendra una
velocidad de 50 m/s. Esta componente sera positiva, ya que coincide con la
direccion de mi sistema de referencia.

Verifiquemos si esto es asi con la ecuacion obtenida anteriormente:

v, kgt )
En nuestro caso

v(Ss)=0ﬂ+10ﬂ2-(55—05)
s s

. g
v S) = .

Que coincide con el valor estimado de la grafica.
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3.11.2. MRUV

Posicion en funcioén del tiempo

Retomemos el caso de la caida libre. Habiamos visto que, si dejamos caer
desde una altura dada un cuerpo caera con una velocidad inicial nula. Esta
velocidad se ira incrementando por la accion de la aceleracion de la gravedad
a lo largo del tiempo, a razon de 10 m/s por cada segundo en el que actte.
En este caso, la posicion sera funcion del tiempo mediante la expresion,

x(t) =xi+v0-t+%g-t2
Observemos que mientras en el MRU la posicién en funcion del tiempo x =
f(t) es una funcién lineal, en el MRUYV es una “funcion cuadratica”.
Supongamos que dejamos caer un cuerpo desde una altura inicial de 0 m, ya
que elegimos un sistema de referencia hacia abajo con el origen en el punto
de partida del objeto, la posicion en funcién del tiempo sera,

x(t) =5 Eztz
S

El dominio es el intervalo de tiempo entre el momento inicial t =0 y el
momento en el que toca el suelo tg, es decir, te[0; t;) y la imagen, por lo tanto,
sera el intervalo que representa la distancia recorrida desde que empieza a
caer hasta que llega al suelo x€[0;s ).

Su grafica se ve reflejada en la Figura 23. Asi, por ejemplo, a los 2 segundos
de caida, el cuerpo habra recorrido 20 m

120m
100m
s0m

80m

20m

o Zseg 4seg Gseg gseg

Figura 23
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Ejemplo 31: Se lanza un objeto hacia arriba con una velocidad inicial de
30 m/s. La altura en funcion del tiempo esta dada por la funcion.

1
h(t)=xi+v0-t+§a-t2

sCual es la altura maxima que alcanza el objeto? ;Cudnto tarda en
alcanzarla? (Para los cdlculos tomar |a| = |g| = 10 m/s?)

En este caso, vamos a considerar un sistema de referencia positivo para
arriba y con el cero de la posicion en el suelo x; = 0.
Mientras el objeto sube, las velocidades son positivas y al bajar negativas.
La velocidad inicial es dato: vy, =30 m/s. Como la aceleraciéon de la
gravedad apunta al centro de la tierra, en este caso y segin nuestro
sistema de referencia, sera negativa: a = —10 m/s?

hmu.r Q Uhmaz = 0

o \
@ )
(b v >0

La funciéon que nos da la altura, en funciéon del tiempo, es:

m 1 m
h(t)= 30 —-t—=-10—"t?
s 2 s2

Resolviendo, nos queda:
m m
- e
S S
La altura maxima la alcanza en el vértice de la parabola.
- 5
5. (=5)m

2
S
Para encontrar la altura maxima, reemplazamos el tiempo encontrado en

t, = t,=3s

la funcién.
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m m
hméx:f(3): 30?35—55—2 '(38)2

Ny =90m—45m — |hméx=45m|

Por lo tanto, la altura maxima alcanzada es de 45 m y tardé en alcanzarla
3 segundos.

El grafico de la altura en funcion del tiempo es una parabola concava
hacia abajo que podemos ver en la siguiente Figura.

|

h(metros)
50
(3;45)

a0
30
h(t)

20

10

Ls(segurgdos)

Encuentro

Los denominados problemas de encuentro son de los mas clasicos en la
Fisica elemental. Basicamente consisten en determinar la interseccion de
dos funciones asociadas a al movimiento de dos objetos.

Supongamos que una moto parte del reposo con una aceleracién de 1 m/s?
en linea recta. Cinco segundos mas tarde, 500 metros mas adelante, parte
una bicicleta con una velocidad constante de 36 km/h con un movimiento
que tiene la misma direccién y sentido que la moto.

t = Oseg t = Sseg
_é\__ ﬁt

640! GO,
T Tsoom T "
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(En qué momento se producira el encuentro? (En qué posicion se
encuentran?

En primer lugar, observemos que tenemos dos tipos de movimientos
diferentes. Por un lado, la moto se desplaza con un MRUYV. Por lo tanto, su
desplazamiento esta expresado por

1
xm(t)zxi+v0-t+§a-t2

Por el otro, la bicicleta se mueve con MRU, y por lo tanto la posicién en
funciéon del tiempo se expresa como,

xp(t) =x;+v-(t—t;)

Si1 elegimos un sistema de referencia con origen en el punto de partida de la
moto, tendremos x; = 0,v, =0y a =1 m/s?
La ecuacion para la moto sera

1m
X (t) = Es_z'tz

Mientras que para la bicicleta tendremos posicién inicial 500 m y tiempo
inicial de 5 segundos con velocidad 36 km/h.

Para trabajar con unidades homogéneas deberemos realizar la siguiente
conversion de unidades:

6km_36-1000m_10m
h ~ 3600s s

Finalmente, la ecuaciéon de la bicicleta sera
m
xp(t) =500m + 10?- (t—55s)

Tenemos, entonces, para el momento del encuentro que las posiciones son
las mismas. Averigliemos para que tiempo ocurre esta situaciéon igualando
las ecuaciones de movimiento.

X () = xp (£)

m
——t2=500m+ 10 ?-(t—Ss)
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1m m
——t2=500m+ 10—t —50m
2 52 S

1m ) m
——t*—10—t—450m =0
2 52 S

La ultima es una ecuacién de segundo grado en t. Aplicando la resolvente de
la cuadratica, obtenemos como solucién dos tiempos:

t; = —21,62s y|t, = 41,62 s|

Como consideramos el movimiento a partir de t = 0, descartamos la primera
solucién. Es decir, los méviles se encontraran a los 41,62 segundos a partir
de que la moto se pone en movimiento.

Para saber la posicion de los moéviles, basta con reemplazar el tiempo
obtenido en cualquiera de las dos ecuaciones de movimiento.

1m
xm (41,62 5) = =— (41,625)* =
252

Es recomendable verificar en ambas ecuaciones del movimiento.
m
x,(41,62s) = 500m + 10?- (41,62s —5s) =866m

x(my)

200
(41.62; 866, 23)
800
700
600
500
400
300

200

100

t(segundos)

0 10 20 30 40 50 60 70

Figura 24

Los méviles se encontraran a los 41,62 segundos a partir de que la moto se
pone en movimiento, 866 m mas adelante de ese punto.

Podemos hallar graficamente el punto de encuentro representando ambas
funciones y buscando el punto de interseccion.
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3.12. Actividades del capitulo

1. Determinar cuales de los siguientes graficos son funciones de R — R.
Justificar. Para aquellas que sean funciones hallar el conjunto imagen.
Grafico 1 Grafico 2

ARERNY
N,

Grafico 3 Gréafico 4

NS
FARN

2. Juan trabaja en una empresa de distribucién de paquetes, cobra un
salario fijo y $250 por paquete entregado. Si su salario fijo es de $8.500.

Completar la tabla con los posibles salarios después de vender “x
paquetes.

R |

Cantidad de paquetes Salario
0

1
2
3
4
5

X

(a) ;Qué valores puede tomar la variable independiente (cantidad de
paquetes)?

(b) ;Qué valores puede tomar la variable dependiente (salario)?

(c) Realizar un grafico que represente la situacion.
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3. A partir de la siguiente grafica de la velocidad en funcion del tiempo:

196

lz)('m./.s:)

80
60

40

20

-
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 t(s)

(a) Indicar qué tipo de movimiento ocurre en cada tramo.
(b) Determinar el valor de la aceleracion en cada tramo.

Sebastian sale de viaje en auto. Durante las primeras dos horas viaja a
85 km/h, luego para 15 minutos en una estacién de servicio para cargar
combustible. A continuacién, sigue conduciendo durante tres horas y
media a 90 km/h cuando se da cuenta que tiene un neumatico bajo y
necesita cambiarlo. Tarda media hora en hacerlo. Luego sigue
conduciendo durante 40 minutos a 75 km/h hasta que llega a destino.
Realizar un grafico que represente la distancia recorrida en funcién del
tiempo y otro grafico que represente la velocidad en funcion del tiempo.

(Cuales de las siguientes formulas representan funciones de R —» R? Si
no lo son, hallar un dominio adecuado para que lo sean.

X+ 2
®) f() =55

¢ f(x)=x3-2x+1
d) fOx)=Vx+1
(e) f(x)=v3-—x

Para cada una de las siguientes funciones, determine el dominio
(@) f(x) = V2 — x + logx

(b) g(x) == +1log(x + 2)

() h(x) = vx? — 1 + log(—x)

Para cada una de las siguientes funciones, determine el dominio y las
raices

(a f(x) =+v2x —1-3



10.

11.

(b) g(x) = log2(=2x — 7)

Hallar dominio, ordenada al origen y raices de las siguientes funciones:
(@ f(x)=V2x—1+3

(b) f(x)=V3—-x-5

© fx)=+yx2—-1+2

@ fo)=vx2+x+1

Hallar el dominio, interseccién con el eje de ordenadas y ceros de las
siguientes funciones:

(a) f(x)=if :g
) fon =523
© F0) =
@ fx) = i;f;‘

Hallar los ceros y ordenada al origen de las siguientes funciones:

(@) f(x) = x> +3x%+2x

(b) f(x)=(x+3)/(x*—1)

© fx) =log,(x+3)

d fx)=e*"-1

@ fl)=x-1)2+3

Representar las siguientes funciones. ;Cudles son biyectivas?
(a) fiR-R/f(x)=x*—2x

(b) f:[0;2] - [-1;0]/f(x) = x* — 2x
© f:[1;4]>[-1;8]/f(x) =x*—2x
@ fiR-R/f()=3x+1

(e) f:(-3;6) > R/f(x) = %x +1

O f:(-36) = ©:3)/f() = 5x +1
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12. Hallar la funcién inversa de las funciones biyectivas del ejercicio 11.

13. Calcular fegygof.
(@ f(x)=2x+3 gx)=vVx—4

b) f)=-(x+1?-1 glx) =2-x

© f)=x* glx)=x+3

14. Encontrar dos funciones f(x) y g(x) tales que:

(@) fog(x)=3V2x+1

(b) fog(x) = sen? (x+%) -1

3
Q) f°9(x)=m—1

15. Graficar las siguientes funciones de R — R. Calcular las raices,
ordenada al origen y funcién inversa.

(@) f(x)=3x-4

®) ) =2-x
© fG)=7x+3
@ f()=—2x

16. Sabiendo que f(x) =ax+ b vincular, si es posible, la pendiente y
ordenada al origen, de cada item, con el grafico correspondiente.

(a) a>0yb>0 (b) a>0yb<0

(c0 a>0yb=0 (d a<0yb>0

(e) a<0yb<oO ® a<0yb=0
Grafica 1 Grafica 2
U Ll |

/

/

-

&Y
=Y
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17.

18.

19.

20.

Grafico 3 Grafica 4
YA v A

B"

By

Grafica 5 Grafica 6

\
;

F-u'"

<Y

N /

Hallar las funciones lineales cuyos graficos son las rectas que cumplen

las condiciones dadas, graficar y calcular sus raices.

(a) Larecta que pasa por los puntos (2; —4) y (—1; 2).

(b) Tiene raiz en x = 3 y ordenada al origen —2.

(c) Lapendiente es 1/2 y pasa por el punto (—1; —1).

(d) La pendiente y la ordenada al origen son opuestas y pasa por el
punto (2; 3).

Hallar la ecuaciéon de la recta que pasa por el punto (1;1) y es
perpendicular a la recta que tiene ordenada al origen —2 y pasa por el
mismo punto.

Escribir la funcién lineal cuyo grafico es una recta horizontal que pasa
por el punto (—1;3).

Hallar el vértice, raices, conjunto imagen y ordenada al origen de las
siguientes funciones:

@ f)= -7 Gt 44 0 F) =2 +x+1
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() f(x)=-2x*+8 (d) f(x) =3x%+6x

e f)=-x>+x-6 ®  flx)=05(x+6)(x—3)

21. Siendo f(x) =3(x + 2k)(x —2) hallar k para que se cumplan las
siguientes condiciones:
(a) Elvértice deseaV = (3;6).
(b) La ordenada al origen sea 1.

© f(=1)=15

22. Laimagen de f(x) = —2x% + 8x — 12 es:
(@) [-1;00)
(b) (—o0;—1]
(¢ R
(d) Ninguna de las opciones anteriores.
Graficar la funcién.

23. Se hizo un estudio en una empresa para saber la cantidad de personas
que se enteran de un rumor después de cierta cantidad de dias. La
funcién que nos permite conocer dicha cantidad es:

R(t) =k-2¢
donde k es la cantidad de personas que inician el rumor. Si tres
empleados inician el rumor y en la empresa hay 253 empleados, (cuanto
tardan en enterarse todos del rumor?

24. Hallar conjunto imagen, raices, ordenada al origen y grafico de las
siguientes funciones de R - R:

(@) f(x)=3*
(b) f(x)=37*
o r09-()

o o=

X

25. Hallar la funciéon exponencial f:R - R /f(x) = ka* que pasa por los
puntos (1; g) y (—1;6).

26. Hallar dominio e imagen de las siguientes funciones. Encontrar la
funcién inversa. Componer la funcién con su inversa.
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@ f(x)= % - 3%1

(b) f(¥) =logilx+4)

27. Hallar dominio, imagen, raices, ordenada al origen y grafico de las
siguientes funciones:

(@) f(x)=log,(2x —1)

®) f&) = loyé(x +4)

() f(x)=logx+1

(d) f(x)=In(x—-3)-2

28. Hallar a y b en las siguientes funciones:
(a) f(x) = a-sen(bx) sabiendo que pasa por los puntos

T
w Dy (3:0)

(b) g(x) = a- cos(bx) sabiendo que pasa por los puntos:
(m; 1)y (0;2)

29. Hallar dominio, imagen, raices y grafico de las siguientes funciones:

(@) f(x) =2sen(3x) (b) f(x) =—sen (% x)
© f(x)=3sen(x) @ f(x) =3 cos(x)

e f(x)= gcos(Zx) ® f(x)=-2cos G x)
(@ f(x)=2tan(3x) 0 fo) = —gtan(x)

30. Representar graficamente la funcién
f(x) = 3sen(x) con Dom(f) = [—m; ]
e indicar el conjunto imagen y los ceros.
31. Representar graficamente la funcién
1
flx) = Ecos(Zx) con Dom (f) = [-2m; 2]

e indicar el conjunto imagen y los ceros.
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32.

Desde la terraza de un edificio se lanza una pelota. La posiciéon de la
pelota en funcién del tiempo esta dada por la formula

f) = —%(t—3)2 +12

Calcular:

33.

34.

(a) Laaltura desde la que se lanzo la pelota.
(b) La altura maxima alcanzaday el tiempo que tarda en lograrlo.
(c) ¢Cuanto tarda en llegar al piso?

Un cuerpo cae libremente desde el reposo. Calcular:

(a) La distancia recorrida en 3 s.

(b) Lavelocidad después de haber recorrido 100 m.

(c) Eltiempo necesario para alcanzar una velocidad de 25 m/s.

(d) El tiempo necesario para recorrer 300 m, desde que cae.

(e) Graficar la posicion, velocidad y aceleracion en funcion del tiempo

Para la siguiente grafica de la posicién en funcién del tiempo:

z(m) |
804

70
60
50
10
30
20

10

t(s)

5 6 1.
(6,132;0)

-1 0 1 2
=10

Sabiendo que la velocidad inicial es O (cero), determinar las ecuaciones

horarias del movimiento.

35.

36.

202

Un automévil se desplaza con una velocidad de 72 km/h y el conductor

aplica el freno deteniéndose luego de recorrer 100 metros. Determine:

(a) Cual fue la aceleracion, supuesta constante, que debié aplicarse

(b) Cuanto tiempo durd el proceso.

(c) Grafique posicion, velocidad y aceleracion en funcion del tiempo para el
movimiento descripto.

Dos moviles se mueven en la misma direccion y sentidos opuestos,
acercandose. El movil A se mueve con una velocidad constante de 50



37.

38.

39.

40.

m/s. El mévil B parte simultaneamente del reposo 10 km mas adelante,

con una aceleraciéon cuyo valor absoluto es de 2 m/s2.Determinar:

(a) ¢En qué momento se producira el encuentro?

(b) ¢En qué posicion se encuentran?

(c) Graficar para ambos mdviles la posicién, velocidad y aceleracion en
funcion del tiempo.

En un MRUYV, conocido el grafico de velocidad en funcion del tiempo, se
puede determinar el espacio recorrido por el moévil a partir del calculo
de &reas. (Sugerencia calcule el areasombreada = triangulo +

rectangulo)
! v(m/s)
v(f) =wy Hat
v

v=uvy=ua-t

Vo ¥

t I.'(s-:j_

Un auto parte del reposo con una aceleracién constante de 3 m/s?,
simultaneamente parte un camién que circula con una velocidad
constante de 54 km/h en la misma direcciéon y sentido contrario de un
lugar que esta a 300 m. Determinar de forma grafica y analitica, a que
distancia desde el punto de partida del auto este alcanza al camién y el
tiempo que requiere para hacerlo.

Un tren avanza por una via recta con una velocidad de 144 km/h. De
pronto el conductor ve una vaca cruzada en la via a una distancia de 70
m. Al instante aplica el freno, provocando una desaceleracion de
10 m/s2. (El tren atropella a la vaca? Justifique su respuesta y grafique
la posicion en funcién del tiempo para el tren y para la vaca en un mismo
sistema de ejes coordenados

En una esquina, un radar detecta a un vehiculo que se desplaza a 20
m/s. 10 segundos después, el mismo radar detecta a una patrulla que
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pasa persiguiéndolo a una velocidad de 30m/s. Considerando que ambos
mantienen su velocidad constante:

(a) ¢A qué distancia del radar la patrulla alcanzara al coche?
(b) ¢En qué instante se producira el encuentro?
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Respuestas de las Actividades

Capitulo 1

(a) Rta.:
(b) Rta.:
(¢c) Rta.:
(d) Rta.:

(a) Rta

(b) Rta.:

(a) Rta.:
(b) Rta.:
(¢) Rta.
(d) Rta.:

(a) Rta.:
(b) Rta.:
(¢c) Rta.:

(a) Rta.:
(b) Rta.:

(c) Rta.:
(d) Rta.:
(e) Rta.:
(H Rta.:

(a) Rta.:
(b) Rta.:
(c) Rta.:

(a) Rta.:
(b) Rta.:
(¢) Rta.:
(d) Rta.:
8. Rta.:

(4x)°
3(x+7)
2x —1

1P =(3V2+10)x y A=2x?

\/Eg)

_ (Y5 _ 43 2
P—(2+2 X yA—4x

No
Si
Si
No

—3x2 —x
4x° —6x° +5x* —x2+3x—1
—8x° + 16x° — 20x* + 21x3 — 10x2 + 6x

No; Pi(x) = (x—1)?+9

Si; Pi(x) = (x + %)2

No; Pi(x) = (x+2)?> -3

No; Pi(x) = —2(x3—-1)? -1
Si; Pi(x) = (x —2)?

No; P;(x) = —4(x + 3)? + 37

C(x)=—2x3—2x2+4x+14 ; R(x) =17x — 60
CE)=x+= ; R(x) =16
Cx)=3x>+4x*+x; R(x)=0

C(x) =3x3+2x*+8x+12 ; R(x) =37

C(x) =5x3+10x%+22x +41; R(x) =0
Cl) =32 == x+=; R(x)=—-39
Cx)=x*+x+1; R(x)=2

n=-1
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10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

19.
20.

21.

22.
23.

24.
25.
26.

27.

28.
29.
30.

206

Rta..k =-7
Rta.b=-3ya=4

(@ Rta:P(x)=(x+ 2)(x+3)(x—4)

() Rta.: P(x) = (x — 2)(x + 3)(x + 1)

(¢) Rta.:P(x) = %(x —-3)x—-2)(x—-1)

(@) Rta.:P(x) = (x -2)(x + 2)?

(b) Rta.: P(x) = (x —9)(x +9)

(¢) Rta.:P(x) = (x> -2)(x*+1)

(d) Rta.: P(x) = (x — 1)(x* — 5x% + 6)

(e) Rta.: P(x) = (x + 1)?*(x — 1)?

(® Rta.:P(x) = (2x2 +7)(6x —7)
Rta.: P(x) = 5x3 — 30x2 + 55x — 30
Rta.: P(x) =x* — 10x3 + 33x2% — 44x + 20
Rta.: —22

. —xb-2xt-1

(a) Rta.: i1

. 9x
(b) Rta.: x2+4x-21
(=3P

(¢c) Rta.: —

. 6x3+3x2+6x

() Rta.: — s
Rta.: 125 N
Rta.: d, = ZONAT = 1m , di =3m

800N
Rta.: d, = 20N 0.20m _ 0,5m
20N
Rta.: 0,75N
Rta.: F, =P, F =200N
Rta.: F =2 =2010M/ _ g50y
Rta.: F = — = 100N
2n
Rta: n=22N.7=5
200N
Rta.: F = =="%=200N
Rta.: F=33,3N
Rta.: F=60N
Rta.: d =2m



Capitulo 2

A

10.
11.

12.

(a) Rta.:
(a) Rta.:

(a) Rta.:
(b) Rta.:
Rta.:
Rta.:
Rta.:
Rta.:

Q
Il

Q
I

N[O D |W

Opcidn ii)

10 anos
26m
7cm

Rta.:

(a) Rta.:
(b) Rta.:
Rta.:

Rta.:

(a) Rta.: S ={—4;4; 6}
(b) Rta.:

(¢) Rta.:S ={-10;-8;0;8}
(d) Rta.: S ={-1;2}

—x%+2x+3
2x2+x+%.

si a = 6, Gnica solucion
si a > 6, dos soluciones
si a < 6, ninguna solucién

21 anos

32cm

s={—3;—

g

1

(e) Rta.:S ={3;9}
() Rta.:S = {0;5}

(g) Rta.:
(h) Rta.:
(1) Rta.:
(J) Rta.

(a) Rta.:

(b) Rta.:

(c) Rta.

11}
8

Opciodn iii)
$5.000, $10.000 y $30.000

207



13.

(a) Rta.: S = {3}
(b) Rta: 5 = {2}
(¢) Rta: S = «E}
(d) Rta.: S = {5}
(e) Rta.: S = {?}
(® Rta: S = {3}
(g) Rta: S = {%;4}

(h) Rta.: S = {2}
14. Rta. h=-5;k =
15. Rta.: (x+2)2+ (y—1)2 =25
16.

(a) Rta.: C(0;=2);r =4

(b) Rta: C(1;-1);r=3

(c) Rta:C(—3;4);r=5

1 1
(d) Rta.: C (E; 0); r=:
(e) Rta.: C(1;-2);r=3

17.
(a) Rta.: S = {%;gn;gn,%n}
(b) Rta.:s ={Z;;1n]}
(¢) Rta:S = En}
(d) Rta.: S = {O;%;n;gn; 271}
(e) Rta.: S = {O;%;%n;%n, 271}
() Rta:S = {%;%ﬂ
(g) Rta.: S = {O;gn, [ 271}
18.
(a) Rta.: S ={(2;2)}
(b) Rta.: S = {(0; —3)}
(c) Rta.:S = (—g;g)}
(d) Rta:S=0
(e) Rta:S ={By;y)}
(0 Rta.:S ={(0;0)}

19. Rta.: Galileo 20 anos y Brisa 10 anos.
20. Rta.: 40 hombres y 70 mujeres
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21. Rta.:

22. Rta.:
23. Rta.:

24,

(a) Rta.:
(b) Rta.:
(¢) Rta.

25.

(a) Rta.:
(b) Rta.: Se encuentran a las 11 de la mafiana.

6,06 s

2h

$900 y $1350
b=8cmyh=>5m

(c) Rta.: El coche que parti6 de A hacia B recorrié 180 km mientras que el que

parti6 de B hacia A recorrié 120 km.

26.
(a) Rta.

(b) Rta.: 1080km

27.

(a) Rta.
(b) Rta.

:9h

:2,5s
:20m

28. Rta.: 36 minutos si circulaban en el mismo sentido, 2,12 minutos si

circulaban en sentidos opuestos.
29. Rta.: 500 m si1 circulaban en el mismo sentido, 1500 m si
circulaban en sentidos opuestos.

30.
(a) Rta
(b) Rta
31.
(a) Rta
(b) Rta

.. 1,25h
2 625km

.1 7,667h

.1 383,333 km
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Capitulo 3

1. Rta.:
Grafica 1: No es funcion.
Grafica 2: Es funcién. Im(f) = [0; )
Grafica 3: No es funcion.
Grafica 4: Es funcién. Im(f) = [0; o)

2. Rta.:
Cantidad de .
Salario
paquetes
0 8500
1 8750
2 9000
3 9250
4 9500
5 9750
X 8500 + 250x
(a) Rta:x >0
(b) Rta.: f(x) > 8500
(c)
Salario(pesos)
aopol
T T z 3 7 5 T ] ] caﬂg“dicﬂl dE1paq:|§|es
3. Rta.:

(a) Tramo [0s; 60s] — Tiene una velocidad constante de 40 m/s
Tramo [60s; 100s] - Aumenta su velocidad de 40 m/s a 80 m/s
Tramo [100s; 140s] — Tiene una velocidad constante de 80 m/s
Tramo[140s;180s] » Disminuye su velocidad de 80 m/s hasta el
reposo.
(b) Tramo
Tramo

0s; 60s] —» Aceleracién: 0 m/s?

60s; 100s] - Aceleracién: 1 m/s?
100s; 140s] —» Aceleracién: 0 m/s?
140s; 180s] — Aceleracién: —2 m/s?

Tramo

Tramo
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550

500

450

400

350

300

250

200

150

100

50

Distancia (km)
100
90
80
70
60
50
40
30
20

10
Tiempo (horas).

Velocidad (km/h)

P——)

Tiempo

0

1 2 3 4 5 6 7 0

5. Rta.:

(a)
(b)
(©
(d)
(e)

6. Rta.

Es una funciéon de R - R
Es una funcién de R — {—3; 3}
Es una funcion de R - R
Es una funcion de R - R

g
1 2 3 4 5 6 7

>R

Es una funcién de (—o; 3] - R

(2) Dom (f) = (0;2]
(b) Dom(g) = (=2;1) U (1; o)
(¢) Dom(h) = (—o0; 1]

7. Rta.:
(a) Dom(f) = [3;00) ; €°={5)

(b) Dom(g) = (—00; —2) ; €0 ={-4}
8. Rta.:

(a)
(b)
(©
(d)

Dom(f) =R ; Ord.alorigen:y =2 ; C°={-13}
Dom(f) = (—o0;3] ; Ord.alorigen:y =v3 -5 ; (C° = {-22}

Dom(f) = (—o0; —=1] U [1; ) ;

Ord. al origen: No tiene ; C° =@

Dom(f) =R ; Ordenadaalorigen:y=1 ; C°=0

9. Rta.:

(a)
(b)
(c)
(d)

Dom(f) = R—{—V3;V3} ; Ordenadaalorigen:y =1 ; C°= {

3
2

1
Dom(f) = R—{-3;4} ; Ordenadaal origen:y == ; C° = {1}

4

Dom(f) = R—{-5}; Ordenadaalorigen:y=1; C°=¢

5 5
Dom(f) = R ; Ordenada al origen:y =—= ; C° = {_}

10.Rta.:

(a)
(b)
(c)
(d)

9 2

Ceros: {0; —2; —1} ; Ordenada al origen: 0

Ceros: {—3} ; Ordenada al origen: —3

Ceros: {—2} ; Ordenada al origen: log, 3 = 1,58
Ceros: {%} ; Ordenada al origen: i— 1=-0,63
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(e) Ceros: @ ; Ordenada al origen: 4

11.Rta.:
(a) No es biyectiva (b) No es biyectiva
(c) Es biyectiva (d) Es biyectiva
/ y/% 1 2 3 .
(e) No es biyectiva (f) Es biyectiva
12.Rta.:

(@) f1:[-1;8] > [1;4]/f 1) = sVax +x +1

®) fFLR->R/f1(x) =3x-3

() f:(0;3) > (=3;6)/f1(x) =3x—3
13.Rta.:

(@ fog=2Jx—-5; gof=V2x+3—4
(b) foeg=-0B-x)*; gof=(x+1)*

© fog=x+3)®; gof=x*+3
14.Rta.:
(@ f(x)=3vx ; gx)=2x+1
() f(x) =sen’x—1 ; g(x)=x+§
3
(c) f(x)=;—1 ; gx) =x+1
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15.Rta.:

’ 4
@ \ / Raices: {5}
= /] Ordenada al origen: —4
s 1 1 4
? f (X) = §X + §
(b) \ Raices: {2}
’ Ordenada al origen: 2

ffflo=2-x

(c) ) Raices: {—6}
Ordenada al origen: 3

/ fflx)=2x—-6

A\

(d) T Raices: {0}
] Ordenada al origen: 0
= i o 3 3 f—l(x) — _lx
_a 2
16.Rta.:
(a) Grafica 1 (b) Grafica 6
(¢) Grafica 2 (d) Grafica b
(e) Grafica 3 () Grafica 4
17.Rta.:
(@) f(x) = —2x _ Raices: {0} ) f(x) = gx —2  Raices: {3}

() f(x) = %x —% Raices:{1} (d) f(x) =3x—3  Raices: {1}

1 -2 -1 0 2
-1

' R /1 2 3
-2
/
- |

18.Rta.: f(X) = —gx +§
19.Rta.: f(x) =3
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20.Rta.:

(a) Vértice:(—3;4) M)  Vértice: (_i;z)
Raices: {—7;1} Raices: 0
Im(f) = (—0;4]

Im(f) = |3; o)

Ordenada al origen: %
Ordenada al origen: 1

(c) Vértice: (0;8) (d) Vértice: (—1;-3)
Raices: {—2; 2} Raices: {—2; 0}
Im(f) = (—0; 8] Im(f) = [-3; )
Ordenada al origen: 8 Ordenada al origen: 0
(€) Vértice: (—%; —24—7) ®  Veértice: (—;; —88—1)
Raices: @ Raices: {—6; 3}
27 81
Im(f)=(_°°2—7 Im(f) = —?;oo)
Ordenada al origen: —6 Ordenada al origen: —9
21.Rta.:
k=-1 k=—1 k=-1
(a) k = 2 k) k== © k=1

22.Rta.: La opcion (d)
23.Rta.: Tienen que pasar 7 dias para que todos se enteren del rumor.
24.Rta.:

(a) Im(f) = (0; o)
Ord.al origen:y =1

(b) Im(f) = (0; )
Ord.al origen:y =1

(© Im(f) = (0; o)

Ord.al origen:

(d) s Im(f) = (0; )
. Ord.al origen:y =1

25.Rta.: () =2+ (1)

214



26.Rta.:

(a)

(b)
27.Rta.:
(a)

(b)

(©)

(d)

28.Rta.:

Dom(f) =R ; Im(f) = (0;) ; f~1(x) = logs (Ex)+1

2

X

Dom(f) = (=4;0) ; Im(f)=R ; f'(x) = (%) -4

LR |
O

4

1
DK
—1
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pom(f) = (3:)

Im(f) =R

¢’ ={1}

Ord.al origen: @

Dom(f) = (—4; )

Im(f) =R

€% ={-3}

Ord.al origen:y = —2log; 2

Dom(f) = (0; )
Im(f) =R

1
e ={)
Ord. al origen: No tiene
Dom(f) = (3; )
Im(f) =R

C° = {e? + 3}
Ord. al origen: No tiene

(a) No existen a'y b que cumplan con las condiciones pedidas.

(b)a=2yb=§

29.Rta.:
(a)

A
7

Dom(f) =R
Im(f) = [-2;2]

1
CcY = {gkn} conk €7

Dom(f) =R
Im(f) = [-1;1]
C’ ={2kn}conk €Z
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(c)

0.5 Dom(f) =R
11
S AN =[5
05 C® = {kn}conk € Z
(d)

/I\ Dom(f) =R
/A - — / Im(f) = [-3; 3]
\/ ‘ \/ C°={2+kn}conkez

(e) .
. Dom(f) =R
N mp=]-EE
\/ 1 \-/ C°={%+k%}conk€2
()
. Dom(f) =R
/\\k~[ /. mp=1-22]
e T W" C% ={2m + 4kn} conk € Z
(2 |

/ / V / Dom(f)=]R—{%+kg} conk € R
J Im(f) = R

"/ /‘ / ""/ C°={k%} conk €Z
(h) Dom(f) =R - {E + kn} conk €R

2
N
- - \ C° ={kn}conk €Z

30.Rta.:
Im(f) = [-3; 3]
C° = {-m; 0;m}
31.Rta.:
Y. r0o_(_7_._5 . 3 . _®mm3 /5.7
Im(f) = 2’2]’C _{ PR AL 4,4,471,471,471}
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32.Rta.:
(a) 9m
(b) Alcanza una altura mdaxima de 12m a los 3s
(c) 9s
33.Rta.:
(a) x(3s) = 45m.
(b) v(100m) = 44,7~
(c) 2,5s.
d) 7,75 s.
(e)

E mis;
= 1a [mis)

50
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34.Rta.: x(t) = —2t%2 + 80,v(t) = —4t
35.Rta.:
m
(a) -2 o
(b) 10 s.
©)

11111111111

36.Rta.:
(a) 600m
(b) 30 s
37.Rta.: x(t) = vyt + % = vyt + %a +2

38.Rta.: Se encuentran a los 150m y tardaron 10s en hacerlo.
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39.Rta.: El tren recorre los 70m en 2,59s y para ese tiempo la velocidad es

de 14,1m/s, por lo tanto choca a la vaca por no tener velocidad cero.

40.Rta.:

(a) 600m
(b) 30 s
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Esta obra es el resultado del trabajo realizado por
docentes de la Universidad Tecnologica Nacional,
Facultad Regional General Pacheco y reune los
conocimientos basicos, en el area de Matematica,
considerados imprescindibles para el acceso a la
Universidad.

Al escribir cada capitulo se ha procurado utilizar un
“lenguaje natural” e introducir a los alumnos
gradualmente en el lenguaje propio de la
Matematica, llevandolos a 1a formalizacion que esta
materia exige en su aspecto conceptual.
Considerando que la aplicacion de la Matematica,
puede aportar grandes beneficios en su ensenanza y
aprendizaje, se tratan los conceptos matematicos
integrados y aplicados a la Fisica y al entorno
cotidiano de los alumnos.
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